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Czesc 1

Wprowadzenie

1. Czy matematyka jest niezbedna?

Co to jest tyflorehabilitacja, czyli rehabilitacja niewidomych? Jest to dziedzina wie-
dzy zajmujaca si¢ niwelowaniem skutkow inwalidztwa wzroku. To przywracanie sprawno-
$ci osobom, ktore nie moga polega¢ na tym zmysle, zgodnie z jego naturalnymi funkcjami 1
mozliwosciami. Dzieki rehabilitacji niewidomi nie odzyskuja widzenia, ale radzg sobie bez
niego. Nie widzg drogi, ale z powodzeniem moga nig i$¢. Nie widza krajobrazu, ale wiedza
co znajduje si¢ dookota. Nie widzg sklepéw w ciggu komunikacyjno-handlowym, ale potra-
fig zrobi¢ zakupy. Co to jest wobec tego ich nowoczesna rehabilitacja?

Mozemy ja rozumie¢ na dwa sposoby. Jest to ta czg$¢ rehabilitacji, ktora dotyczy
umiejetnosci (sprawnosci), ktére s zwigzane z najnowszymi osiggni¢ciami techniki. Jest
to rowniez zbidr umiejetnosci, dzigki ktorym niewidomi radzg sobie w nowoczesnym $wie-
cie, w nowoczesnym spoteczenstwie informacyjnym. Nowocze$nie zrehabilitowany niewi-
domy z powodzeniem postuguje si¢ komputerem i przeznaczonym dla niego oprogramowa-
niem, telefonem komérkowym i zainstalowanymi na nim aplikacjami, internetem itd. Nie
czyta wzrokiem czarnego druku, ale potrafi odczyta¢ ksigzki zapisane na nos$nikach cyfro-
wych lub je zeskanowac¢ 1 wykorzysta¢ program rozpoznajacy druk.

Co nalezy zrobi¢, by niewidomi uczniowie byli nowoczes$nie zrehabilitowani? Nalezy
uksztattowa¢ w nich potrzebe nieustannej pracy nad sobg, by zniwelowa¢ skutki braku
wzroku 1 dorownaé¢ widzacym. Zrozumienie tej potrzeby zaowocuje nieustannym powiek-
szaniem zbioru osobistych mozliwosci. Gdy wszystko dookota si¢ rozwija, a przemyst wy-
twarza coraz nowoczesniejsze produkty, ktore widzacy z powodzeniem opanowuja, niewi-
domi muszg im dorownywac. Gdy na przyktad powstaja nowe strony internetowe, ktore
przedstawiajg mndstwo informacji w formie graficznej, atrakcyjnej dla widzacych, by przy-

ciggna¢ ich uwage 1 zdoby¢ ich uznanie, niewidomi musza wykorzysta¢ opracowane do te-



go celu narzedzia, rozpozna¢ strukturg tych stron i opanowac ich odczytanie. Gdy w skle-
pach pojawiaja si¢ nowoczesne urzadzenia, ktorych uzytkowanie wymaga znajomosci ob-
szernych instrukcji obstugi, a tez ogolnej orientacji, gdy ich wyswietlacze oraz piloty zdal-
nego sterowania wymagajg wzroku, niewidomi musza ich uzywa¢ bezwzrokowo, a po-
szczegolne funkcje 1 odpowiadajace im klawisze opanowac¢ pamigciowo.

W dziedzinie rehabilitacji podstawowej stawiane s3 niecodzowne wymagania. Czy
niewidomy moze osiggng¢ sukces nie radzac sobie ze zwyklymi czynno$ciami dnia co-
dziennego? Oczywiscie, ze nie. Tysigce drobnych umiejetnosci jest niezbednych, by na ich
bazie budowac inne. Niewidomy uczen zrehabilitowany moze sobie zorganizowa¢ nauke w
taki sposob, by nie traci¢ dystansu do widzacych réwiesnikdw. Zaprocentuje to w zyciu do-
rostym, na przyktad wtedy, gdy bedzie trzeba zaimponowac¢ pracodawcy podczas spotkania
kwalifikacyjnego. Powyzsze dotyczy rowniez orientacji przestrzennej, dzigki ktorej niewi-
domi nie sg pozbawieni mozliwosci swobodnego przemieszczania si¢.

Nowoczesna tyflorehabilitacja informacyjna to zbiér mozliwosci dajacych niewido-
mym dostep do informacji. Wymaga to postugiwania si¢ réznymi urzadzeniami technicz-
nymi 1 programami komputerowymi, dzigki ktorym bezwzrokowe odczytanie informacji
staje si¢ realne, niezaleznie od tego, w jaki sposob sg one przechowywane 1 prezentowane.
Dotyczy to zarowno wagi tazienkowej, testera kolorow, wskaznika poziomu nagrania na
magnetofonie, jak 1 komputera oraz oprogramowania uruchamianego na nim. Tyflorehabili-
tacja informacyjna to umiejetnos¢ samodzielnego zdobywania informacji 1 ich przetwarza-
nia. Potrzeby te realizuje tyfloinformatyka, dzigki ktorej bezwzrokowa praca przebiega z
podobnym skutkiem, jak praca osob widzacych.

Jak ksztatci¢ niewidomych, by mogli sprosta¢ rosngcym wymaganiom rynku pracy?
Nalezy od tych uczniow wymagaé wigcej niz od innych. Dotyczy to szczegolnie najzdol-
niejszych z nich. Dzigki wytezonej pracy mogg osiagnaé sukces. Chodzi o nabyta wiedze i
umiejetnos¢ jej powiekszania. Jedyng szans¢ na zatrudnienie stwarzaja zawody intelektual-
ne. Od lat niewidomi nie mogg znalez¢ pracy w zawodach fizycznych. Prace w zawodach

intelektualnych mogg znalez¢ z kolei tylko dobrze wyksztatceni.



Réznorodnos¢ urzadzen i programdéw utrudnia przygotowanie do nauki 1 pracy. Sa
jednak wsrdd nich produkty, ktore stanowig zbawienne dla niewidomych protezy wzroku,
pehiace role interfejsu pomiedzy urzadzeniem i cztowiekiem. Udostepnienie komputerow
oprzyrzagdowanych w syntezatory mowy, brajlowskie notatniki, monitory 1 drukarki - daja
nadzieje na przysztos¢. Cyfrowy sposob przechowywania informacji umozliwia wszystkim
nieskrepowany dostep do nich. Rozwinat si¢ nowy sektor gospodarki, wytwarzajacy pro-
dukty niwelujace skutki inwalidztwa wzroku. Zwykte monitory sa w tym przypadku zaste-
powane przez monitory brajlowskie. Prace utatwiaja syntezatory mowy udzwickawiajace
systemy operacyjne i1 oprogramowanie komputerowe. Jest dostepne oprogramowanie roz-
poznajace czarny druk, lacznie z zapisem nutowym 1 matematycznym. Oferowane jest row-
niez oprogramowanie translujgce tekst matematyczny na system brajla oraz odwrotnie.
Niewidomi moga "oglada¢" grafik¢ w postaci wypuktej dzigki zastosowaniu graficznych
monitorow brajlowskich 1 tzw. wygrzewarek tworzacych wypukte rysunki na pgczniejgcym
papierze. Niesamowity postep zwigzany jest z zastosowaniem systemu GPS, ktory przeka-
zuje informacje o terenie. Niewidomi uzywaja udzwigkowionych telefonéw komorkowych,
ktore nie tylko dajg kontakt na odleglo$¢ z rozméwcami, ale roOwniez internet, elektroniczng
poczte, umozliwiajg wysytanie 1 odbieranie listow, wiadomosci tekstowych, dokonywanie
dzwigkowych nagran 1 robienie zdj¢¢ oraz filmow.

Wyksztalcenie jest nieustannie najistotniejszym kluczem do sukcesu. Trudno si¢ wigc
dziwié, ze opracowywane sg kolejne metody i poradniki utatwiajace nauke. W niniejszym
poradniku zajmujemy si¢ wyksztatlceniem matematycznym, ktére - wbrew powszechnemu
mniemaniu - ma dla niewidomych rosnace znaczenie. Matematyka i nierozerwalnie z nig
zwigzane dziedziny, jak informatyka, ekonomia, statystyka, elektronika, maja rosnace zna-
czenie. Matematyka jest niecodzowna w zyciu wszystkich, mimo to, ze matematykami sa
jedynie nieliczni. Czy mozna sobie wyobrazi¢ $wiat bez niej? Nawet gdy sobie nie zdajemy
z tego sprawy, jesteSmy matematyka osaczeni. Matematyczne informacje, oznaczenia, for-
muly spotykamy w kazdej dziedzinie zycia - codziennie. Jak zapisa¢ te informacje? Widza-
cy nie majg z tym problemow. Postuguja si¢ znang im notacjg, a niewidomi? Okazuje sie,

ze zagraza im wtorny analfabetyzm. Uczniowie majg kontakt z systemem Braille'a oraz z



matematyczng notacja brajlowska, ale dorosli zapominajg o nich. Tymczasem wszyscy po-
winni wiedzie¢ jak poprawnie zapisa¢ 1 wlasciwie odczyta¢ formuty matematyczne. Jak
wiec zapisaé tak powszechnie stosowane informacje, jak temperature ciata, wilgotnos$¢ po-
wietrza, wzrost PKB, kurs walut, informacje gietdowe, wymiary r6znych przedmiotow -
roOwniez bardzo matych 1 duzych? Jak odczyta¢ rownania opisujace ruch kamienia rzucone-
go ukosnie do gory, spadanie jabtka z drzewa, site przyciggania Ksigzyca przez Ziemig?
Konieczne jest zapoznanie si¢ z notacjg matematyczna.

Witasnie to spowodowalo decyzje¢ o stworzeniu, a nastepnie rozwinigciu brajlowskiej
notacji matematycznej. Musimy postugiwac si¢ wezesniej przyjetymi regutami, by tekst byt
zrozumiaty dla kazdego. Widzacy uczniowie naturalnie poznaja czarnodrukowg notacje od
pierwszych klas szkoly podstawowej. Podobnie powinno by¢ w klasach, w ktorych uczg si¢
niewidomi.

W kolejnych rozdziatach omawiamy notacj¢ opracowang w Niemczech przez zespot
profesora Helmuta Ephesera wydang w brajlu w roku 1986, a w czarnym druku w roku
1992. Zapoznajemy czytelnikow z jej rozszerzeniami dokonanymi w roku 2000, uczynio-
nymi na potrzeby systemu Latex 1 Tex. Wyjasniamy znaczenie poszczegolnych oznaczen 1
przedstawiamy przyktady ich zastosowania. Dla utatwienia przekazujemy w rgce zaintere-
sowanych poradnik przygotowany w trzech wersjach: brajlowskiej, czarnodrukowej, plikdw
tekstowych zapisanych na ptytach CD ROM oraz wyktadu nagranego w formie filmu.

Poradnik niniejszy powstat dzigki pomocy finansowej Panstwowego Funduszu Reha-
bilitacji Oséb Niepelnosprawnych, ktory w ten sposob dotaczyt do Komitetu Badan Na-
ukowych, Ministerstwa Nauki i1 Informatyzacji oraz Ministerstwa Edukacji Narodowej. Za-
inicjowaly one 1 rozwijaly projekty zwigzane z nauczaniem i stosowaniem matematyki
przez niewidomych. Dzigki tej pomocy ksztalcenie matematyczne niewidomej miodziezy

na miar¢ potrzeb rozwinigtego spoleczenstwa informacyjnego, staje si¢ realne.



2. Historia pisma punktowego

System Ludwika Braille'a jest tatwy, chociaz jego czytanie opuszkami palcow nie.
Jego teoretyczne podstawy sa zadziwiajaco proste. Wydaje sig, Ze jest to najprostszy kod
sposrod istniejgcych. Ksztatty liter czarnodrukowych moga by¢ trudne do zapamigtania dla
kogo$, kto je widzi pierwszy raz, podczas gdy zapamigtanie, ze literka "a" w systemie
Braile'a to pojedynczy punkt zajmujacy lewy gorny rog szesciopunktu, nie stawia wigk-
szych wymagan. 64 kombinacje szeSciu punktow nie wydaja si¢ zbyt ztozone. Tym bar-
dziej, gdy sa one utozone w taki sposob, ze pierwsze litery alfabetu sg najprostsze, a ostat-
nie najbardziej skomplikowane. Mozna si¢ ich nauczy¢ w ciggu kilku godzin. Wystarczy
dostrzec prawidtowosci dodatkowo utatwiajace nauke. Uwypuklone punkty nalezy czytaé
opuszkami palcoéw, ktore w pierwszym etapie szkolenia nie potrafig rejestrowac réznic po-
mi¢dzy poszczegdlnymi ksztattami wypuktych znakow. Zazwyczaj nie czujemy nawet spo-
rych roznic w fakturach materiatow, ale do czasu. Okazuje si¢ bowiem, ze palce i zmyst
dotyku s3 zdolniejsze niz si¢ wydaje. Opuszki palcow stajg si¢ delikatniejsze. Wypukte
brajlowskie punkty przestaja drazni¢ skorg calego palca i sa odczuwane jako konkretne
kropki. Od tego momentu juz tylko jeden krok do sprawnego czytania brajlem. Kombinacje
punktéw sg rozpoznawane natychmiast. Niewidomy przestaje odbiera¢ znaki jako zbiory
punktow, lecz zaczyna "widzie¢" w nich odrgbne ksztatty. Litery "1" juz nie odczuwa jako
trzy ustawione pionowo kropki, lecz jako wypukta pionowag kreske. "x" nie jest juz cztere-
ma punktami, lecz dwiema poziomymi kreseczkami, z ktérych jedna jest u gory znaku, a
druga u dotu.

Postanowiono zastosowac¢ ide¢ Ludwika Braille'a do zapisu oznaczen i1 formut mate-
matycznych. Pojedynczy szeSciopunkt udostepnia 64 rézne kombinacje punktow. To wy-
starcza do przedstawienia liter alfabetu 1 znakow interpunkcyjnych. Nie wystarcza jednak
dla potrzeb matematyki. Nawet cyfry nie dajg si¢ tam zmiesci¢. Zastosowano tu specjalny

znak liczbowy, dzigki ktéremu cyfry to po prostu pierwsze litery alfabetu poprzedzone tym

znakiem. Jedynke zapisujemy jak litere "a" poprzedzong znakiem liczbowym. Dwgjka to

"b", trojka - "c". Dziewiatka to "1", a zero - "j".



Za kazdym razem nalezy doda¢ wspomniany znak liczbowy - specjalny prefiks, klucz.

Liczbg 1234 zapiszemy: znak cyfry, "a", "b", "¢", "d" s *: ¢

W systemie brajlowskim mate 1 duze litery réwniez si¢ nie r6znig. Jak zatem si¢ je
odroznia? Aby uzyska¢ duzg litere alfabetu tacinskiego nalezy zwykta litere poprzedzi¢ tak
zwanym znakiem duzej litery, sktadajagcym si¢ z dwdch punktéw: (4 1 6). Mate litery w tym
alfabecie moga by¢ pisane bez prefiksu, albo z tak zwanym znakiem matlej litery bedacym
jednym punktem - szdstym. Podobne prefiksy stosuje si¢ dla duzych i matych liter alfabetu
greckiego 1 gotyckiego, czesto uzywanych w matematycznych wyrazeniach.

Tekst matematyczny jest peten przer6znych oznaczen. W szkole podstawowej spoty-
kamy ich niewiele. W gimnazjum ich liczba ro$nie. Podobnie w liceum. Z prawdziwa "in-
wazja" mamy do czynienia na studiach matematycznych. Spotykamy wtedy setki, a nawet
tysigce r6znych symboli czarnodrukowych, z ktérych kazdy ma indywidualny ksztatt. Dla
zapisu tych symboli w brajlu trzeba zastosowa¢ duza liczbe oznaczen zbudowanych ze
znakow zajmujagcych kilka sgsiednich szeSciopunktow. Dla oznaczenia poszczegolnych
grup symboli stosuje si¢ kolejne prefiksy zwane tu kluczami. Mamy na przyktad klucz sto-
sowany dla oznaczenia funkcji trygonometrycznych. Sinus zapisujemy przy pomocy braj-
lowskiej litery "s" poprzedzonej kluczem sktadajacym si¢ z punktow: (1, 2, 4, 6).

W matematycznym systemie punktowym, wobec tak wielkiej liczby symboli, nawet
dwuznaki nie wystarczajg. Stosuje si¢ wiele oznaczen trojznakowych. Dwudziesty wiek
przynidst przetom w tej dziedzinie. Przedtem nie istnial Zaden system zapisu matematyki
dla niewidomych. W latach 1929-1937 pracowata nad tym mi¢dzynarodowa komisja nota-
cj1 matematycznej. W oparciu o jej prace Colonel Stafford opublikowat w roku 1941 w An-
gliit miedzynarodowg brajlowska notacje matematyczng i chemiczng. Jego system byt kro-
kiem naprzod, ale nie tworzyt ze zwyklym systemem brajlowskim jednolitego zbioru ozna-
czen. W roku 1950 zaproponowano wykonanie tej pracy profesorowi Helmutowi Ephese-
rowi. Do dzisiaj jest on najbardziej znanym autorem notacji matematycznej dla niewido-
mych. Jego projekt byl bezkonkurencyjny. W zbiorze oznaczen znalazly si¢ wszystkie
uzywane w 0wczesnej matematyce symbole. Profesor zaprezentowal tez metody tworzenia

kolejnych brajlowskich oznaczen. Opublikowana w 1955 roku wersja miedzynarodowe]
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notacji matematycznej dla niewidomych byta z powodzeniem uzywana przez ponad trzy-
dziesci lat. Rozpowszechnita si¢ w wielu krajach - rowniez w Polsce. Na wniosek §rodo-
wisk niewidomych 1 ich nauczycieli, opublikowano w Niemczech w roku 1986 druga wer-
sje tej notacji. Wydano wtedy brajlowska wersj¢, a w roku 1992 czarnodrukowa.

Mingto kilkanascie lat 1 ponownie notacja wymagata rozwinigcia. Nowoczesna ma-
tematyka posluguje si¢ symbolami, ktorych wczesniej nie uzywano. Rewolucyjne zmiany
nastgpity wraz z zastosowaniem do pracy nad matematycznymi dokumentami komputerow.
Naukowcy tworzacy nowe teorie wprowadzajg rozliczne nowe oznaczenia. Ich drukowa-
niem zajmuje si¢ migdzy innymi rodzina edytorow TEX. Najbardziej popularnym edytorem
tej rodziny jest LATEX 2e. W roku 2002 doszto do rozszerzenia brajlowskiej notacji ma-
tematycznej uwzgledniajgcej te potrzeby. Nowa wersja notacji powstata w Polsce w projek-
cie badawczym Komitetu Badan Naukowych realizowanym przez zespot Instytutu Podstaw
Informatyki Polskiej Akademii Nauk pod kierownictwem dr Wtodzimierza Wysockiego.
Brali w nim udziat réwniez Marek Kalbarczyk i Igor Bustowicz. Nowa wersja notacji po-
wstata dla komputerowego oprogramowania translujacego tekst matematyczny napisany w
LATEX na system brajlowski.

Na czym polega gtowny problem z zapisywaniem matematycznych wyrazen w braj-
lu? W czarnym druku matematyczny tekst nie musi by¢ zawarty w pojedynczych liniach.
Jak zapisuje si¢ w druku utamki? Sktadaja si¢ one z licznika, kreski utamkowej 1 mianow-
nika, umieszczanych jeden pod drugim. Utamki zajmujg wiec w czarnym druku trzy po-
ziomy. W systemie brajlowskim zapisywanie wielopoziomowe nie jest mozliwe. Wyrazenia
matematyczne nalezy sprowadzi¢ do pojedynczych linijek. Aby to bylo realne, nalezy za-
stosowa¢ specjalne metody sprowadzajace zapis dwuwymiarowy do jednego poziomu i
oznaczenia dodatkowe, opisujace poziom, na ktérym znajduja si¢ kolejne oznaczenia. Gdy
chcemy w ten sposdb postapi¢ z utamkiem, piszemy najpierw znak zapowiadajacy licznik, a
nastepnie on sam. Za licznikiem umieszczamy oznaczenie kreski utamkowej, po ktoérym
piszemy mianownik. Zapis konczymy oznaczeniem konca mianownika.

Aby zapisa¢ zmienng "x" z dolnym indeksem "0", nalezy pomigdzy literg "x" i cyfre

"0" wpisac specjalny znak wskazujacy, ze ten indeks jest umieszczony po prawej stronie, u
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dotu litery "x". "x" stoi w rzgdzie zerowym, czyli na normalnym poziomie, a "0" na pozio-
mie 1. Dodatkowe oznaczenia wskazujgce na zmiany poziomu w wyrazeniu hazywamy pro-
jektorami, a przeksztatcenie zapisu dwu- na jednowymiarowy - projektowaniem.

Konieczno$¢ zastosowania projektorow wynika z faktu, iz niewidomi nie sg w stanie
ogarng¢ powierzchni catej strony. Wtasnie dlatego zapisy wielopoziomowe nie mogg by¢ tu
zastosowane. W brajlu czyta si¢ znak po znaku, przesuwajac palce w prawo. Ci sposrdd
nich, ktorzy zdazyli wczesniej pozna¢ notacj¢ czarnodrukowg i1 zobaczy¢ rdézne wielopo-
zlomowe oznaczenia, czytajac brajlem wyobrazajg sobie powierzchniowe przedstawienie
odczytywanych wyrazen. Inni budujg obraz odczytywanego tekstu na swoj sposob. Zawsze
jednak odczytywanie brajlowskiego tekstu pozostaje trudne.

Uzywana przez niewidomych notacja jest skomplikowana, ale tez skuteczna. Dzigki
niej moga si¢ uczy¢ matematyki na réwni z widzacymi. Powstanie rozszerzonej notacji
otworzylo nowe mozliwos$ci czytania matematycznych dokumentoéw 1 podrecznikow. Moga
one by¢ odczytywane dzieki specjalnemu oprogramowaniu stworzonemu przez wspomnia-
ng grupe specjalistow. Opracowali oni oprogramowanie ttumaczace tekst matematyczny nie
tylko na system brajlowski, ale tez na wersje lektorska, przeznaczong do odstuchania za
pomoca syntezatorow mowy. Translator analizuje tekst matematyczny napisany w jezyku
LATEX 1 generuje plik brajlowski oraz lektorski. Plik brajlowski stuzy do wydruku ksigzek
1 czytania na brajlowskim monitorze, a lektorski nasladuje wypowiedzi czytajacej osoby.

Program Translator wszedl w sktad nowego pakietu programéw o nazwie Euler.
Drugim jego elementem jest program Homer, ktory umozliwia zapisanie w specjalnym edy-
torze tekstu matematycznego w systemie brajlowskim, a nastgpnie jego przettumaczenie na
komendy Latex'a, a dzigki temu jego wydruk na czarnodrukowych drukarkach lub wyswie-
tlenie na ekranie monitora. Pakiet Euler jest jedynym tego rodzaju rozwigzaniem. Dzieki
niemu mozliwa jest wspotpraca niewidomych matematykow z widzacymi osobami. Doty-
czy to zarowno uczniow, studentow, jak 1 naukowcow. Niewidomi zapisujg tekst lub go od-

czytuja w swoim systemie, podczas gdy widzacy korzystaja z jego wersji czarnodrukowe;.
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3. Rozwaj notacji matematycznej dla niewidomych

Opublikowana w roku 1955 mig¢dzynarodowa notacja matematyczna dla niewido-
mych opracowana przez grupe specjalistow kierowanych przez profesora Helmuta Ephesera
przeszta pomyslnie trzydziestoletni okres proby. Zostata w tym czasie rozpowszechniona w
wielu krajach - rowniez w Polsce. W roku 1967 panstwo Adamczykowie przettumaczyli ja
na jezyk polski. W ciagu kolejnych lat nastapit burzliwy okres rozwoju nowoczesnej mate-
matyki, ktéremu towarzyszyly zmiany w czarnodrukowej notacji matematycznej. Nalezato
rozszerzy¢ rowniez zbidr brajlowskich oznaczen. Niektore z nich zostalty zawarte w do-
datku, opracowanym w roku 1972. Bogaty zbidr oznaczen strzalek zostal zaproponowany
w wydaniu z roku 1986. Wlasnie w nim grupa specjalistow, nadal pod kierownictwem
Helmuta Ephesera, dokonala zmiany w koncepcji przedstawiania poziomow, na ktorych sa
umieszczone czarnodrukowe symbole. Przeksztalcenie wielopoziomowego zapisu czarno-
drukowego na zapis zawarty w jednym poziomie, nazwali projekcja.

Na czym polegato przeformutowanie sposobu zapisu projekcji w wersji z roku 19867
Weczesniej konkretnie wskazywano poziomy, na ktorych umieszczone byty czarnodrukowe
symbole. Zaproponowano tatwiejszy sposob oznaczania. Wskazuje si¢ jedynie fakt zmiany
potozenia kolejnych symboli. Tak wigc, o ile wczesniej wskazywano, ze nastepny symbol
jest w czarnym druku umieszczony na pierwszym poziomie, a jego gorny indeks na drugim,
to teraz wstawia si¢ jedynie informacj¢ o tym, ze kazdy z tych dwdch symboli jest wyzej od
poprzedniego.

Nastgpila zmiana symboli zaznaczajacych, stojacych na prawo od symbolu, takich

jak koteczko, krzyzyk, plus. Kotko zostalo oznaczone brajlowskim znakiem: (3, 5, 6): W

zwigzku z tym, ze ma ksztalt podobny do zera, ktore w brajlu jest zapisywane: (2, 4, 5): ¢+ .
Zmieniono pewng grupe oznaczenh relacji, zmodyfikowano reguty zapisu symboli wyrazo-
wych i ztozen jednostek fizycznych. Zostaty one uproszczone.

Unikni¢to wigkszych zmian, by nie utrudnia¢ stosowania notacji tym, ktorzy przy-

zwyczaili si¢ do wczesniejszych rozwigzan. W zbiorze podstawowych oznaczen zmieniono

jedynie znak dzielenia z dwukropka na znak ztozony z punktéw (2, 5, 6): +3 . Przyjeto kom-
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pleksowe rozwigzania dotyczace zaznaczania rodzajow alfabetow i druku. Wskazano zasa-
dy pomijania tych oznaczen, ktorych zbyt duza liczba utrudnia czytanie.

W notacji z roku 1986 brakuje oznaczen dla akcentow majgcych zastosowanie do
wszystkich liter alfabetu tacinskiego. Przewidziano zaledwie sze$¢ krojow druku. Brakuje
okoto dwustu symboli uzywanych w matematyce, fizyce lub informatyce 1 nie zaprojekto-
wano regul zapisu macierzy 1 tabel. W roku 1992 opublikowano t¢ notacj¢ w wersji czarno-
drukowej. Wydawnictwo to nie wprowadzato zadnych zmian, a jedynie pomagato zrozu-
mie¢ zasady pisania brajlowskich symboli 1 wyrazen matematycznych osobom widzacym.

W latach dziewigédziesigtych nastgpit burzliwy rozwo6j zastosowan komputerow w
matematyce. Powstato oprogramowanie wspomagajace prace naukowcow. Najwazniejszym
osiggnieciem na skale miedzynarodowg bylo stworzenie rodziny jezykow i edytorow ma-
tematycznych TEX. Od strony edycyjnej sa to proste programy. Ich najwazniejsza cecha
jest jednak udostepnienie setek komend, stuzacych do redagowania matematycznych do-
kumentow oraz do wtasciwego ich przygotowania edytorskiego. Mnogos$¢ wprowadzonych
oznaczen spowodowata, 1z notacja Ephesera stata si¢ zbyt uboga, by zapisa¢ w brajlu to, co
w czarnym druku tworzg widzgcy matematycy. Nowoczesne programy, takie jak TEX, daja
narzedzia stuzace do tworzenia przeréznych oznaczen. Prostym tego przykladem jest ob-
szerny zbior koteczek. Mamy wige kotka wieksze 1 mniejsze, puste w srodku lub wypeltnio-
ne dodatkowymi znakami jak minus, plus, krzyzyk, kropeczka, ukosnik itd. TEX 1 czarno-
drukowe drukarki radza sobie z nimi z tatwoscig. Wystarczy stworzy¢ tam stosowne makro-
instrukcje. Matematyczna notacja dla niewidomych pozostata w tyle. Na poziomie szkoty
podstawowej nie stwarza to klopotow, im dalej jednak, tym gorzej. W czarnym druku po-
winno si¢ stosowac inne znaki rownosci, sumowania 1 odejmowania dla dziatan arytme-
tycznych oraz operacji na wektorach. Te drugie zaznacza si¢ pogrubionymi znaczkami. Za-
poznanie si¢ z tego rodzaju niuansami nie jest konieczne w pierwszych klasach szkoty pod-
stawowej, ale pozniej nalezy je omoOwic.

Takich przyktadéw jest wigcej. Epheserowska notacja nie obejmuje bogactwa czar-
nodrukowych oznaczen 1 potrzeb nowoczesnej matematyki. Wystarczy poznac zbiér ko-

mend TEX'u. Efektem wielu komend jest wydrukowanie wczesniej nieznanych symboli. W
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notacji z roku 1986 brakowalo ich zbyt wielu. Problem stal si¢ naglacy, gdy opracowano
programistyczny translator zamieniajacy dokumenty matematyczne, napisane w edytorze
LATEX, na zapis brajlowski. W roku 2002 zespo6t naukowy Instytutu Podstaw Informatyki
PAN przekazatl Komitetowi Badan Naukowych omawiany translator oraz zmodyfikowang
w roku 2000 notacj¢ przedstawiong w dziele pt. "Matematyczne pismo punktowe dla nie-
widomych". Kazde oprogramowanie dziata dobrze wylacznie wtedy, gdy wszystkie jego
instrukcje sa poprawne. Dotyczy to rowniez procedur realizujacych komendy drukujace po-
szczegllne oznaczenia. Notacja brajlowska powinna zatem zawiera¢ wszystkie symbole
zaprojektowane w czarnym druku, uzywane w rodzinie TEX. Rozwini¢cie brajlowskiej no-
tacji matematycznej realizuje ten cel.

Najnowsza wersja notacji nie tylko przedstawia kompletny zbiér symboli 1 ich braj-
lowskich oznaczen, ale rdwniez instruuje, w jaki sposob przygotowac do wydruku podrecz-
niki matematyczne. W nastepnych rozdzialach omawiamy w szczegotach te notacje.
Wszystkie oznaczenia s3 pogrupowane merytorycznie tak, jak je uporzadkowat profesor
Epheser. Wszystkie jego oznaczenia zostaly wykorzystane. Wprowadzone nowe oznaczenia
sa z kolei skonstruowane zgodnie z wytyczonymi przez profesora zasadami. Dzigki temu

nowa wersja notacji nie sprawia klopotéw w jej opanowaniu.
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Czesc 11

Omowienie brajlowskiej notacji matematycznej

1. Informacje ogolne

Podstawowym elementem, z ktérego buduje si¢ brajlowskie znaki, jest wypukty
punkt. Punkty sa wytlaczane na tzw. brajlowskim papierze, albo uwypuklane na brajlow-
skich monitorach. Aby powstat wypukly punkt na papierze, wystarczy go naktu¢. Powstanie
cienka kropeczka, ktéra mozna wyczu¢ opuszkami palcow. Na brajlowskim monitorze, kto-
ry jest urzadzeniem elektronicznym, wypuktly punkt powstaje poprzez wypchnigcie do gory
cieniutkiej szpileczki. Wychyla si¢ ona ponad pozioma linijk¢. Normalnie w stanie spo-
czynku, szpileczka jest schowana wewnatrz niej. Gdy ma wej$¢ w sktad brajlowskiego zna-
ku, jest wypychana do géry przez specjalny element piezoelektryczny, ktory si¢ wygina pod
wpltywem napigcia elektrycznego. To bardzo prosta zasada. Komputer sterujacy praca mo-
nitora rozkazuje mu "wyswietli¢" konkretny znak. Analizator urzadzenia decyduje o tym,
ktore punkty majg by¢ wypchnigte do gory 1 "kieruje" prad do odpowiednich piezoelektry-
kéw. Te wyginaja si¢ 1 wypychaja whasciwe punkty. Dzigki temu niewidomi mogg czyta¢ w
nowy sposob. Dla tego srodowiska oznacza to rewolucyjng zmian¢. Od tego czasu niewi-
domi majg dostep do informacji zapisanej cyfrowo.

Z takich pojedynczych punktow budujemy brajlowskie znaki. Uktadamy z nich rdzne
kombinacje w ramach tzw. szeSciopunktu. Szesciopunkt to dwie pionowe kolumienki po
trzy punkty w jednej. W ramach takiego uktadu mozna poszczegodlne punkty uwypuklic,
albo pozostawi¢ "ptaskie". Powstaja w ten sposob rozne wypukte ksztatty, ktore odpowia-
daja poszczegdlnym znakom.

Na pierwszym etapie nauki niewidomi nie potrafig odczuwac, ktére punkty w znaku
sa uwypuklone. Z biegiem czasu dotyk si¢ poprawia 1 czytanie staje si¢ realne. Na koniec,
nie analizuje si¢, ktore punkty wchodzg w sktad znaku, lecz jaki tworzg ksztalt. Zamiast

odczuwag, ze literka "1" to trzy pionowe punkty w lewej kolumnie sze$ciopunktu, rozpozna-
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jemy pionowg kreseczke. Punkty si¢ zlewaja w linie. Ta prawidtowos$¢ zasugerowata meto-
de tworzenia tzw. brajlowskich rysunkow. Sa one tworzone z pojedynczych wypuktych
punktdéw, umieszczonych blisko siebie. Zlewaja si¢ one w catos¢ i1 sg odbierane jak linie,
albo wypukte powierzchnie. Niewidomi uczg si¢ rozpoznawania palcami liter, cyfr 1 innych
znakéw tak samo, jak wypuktych rysunkow. Trzy pionowe punkty w lewej kolumnie sze-
sciopunktu, to "1". Jak wyglada przedstawione tg metoda jabtko, albo patac?

Kombinacji punktéw w ramach jednego sze$ciopunktu jest zbyt malo, by wystarczyly
dla oznaczenia wszystkich czarnodrukowych symboli. W alfabecie, zbiorze znakow inter-
punkcyjnych oraz w zbiorze cyfr jest wigcej znakoéw niz 64. W tej sytuacji nalezalo siegnac
po dwa oczywiste rozwigzania.

Pierwsze z nich to zastosowanie do jednego oznaczenia kombinacji zbudowanych w
oparciu o kilka sgsiednich sze$ciopunktow. Liczba mozliwych kombinacji przy takim roz-
wigzaniu bardzo wzrasta. Ma ono jednak istotng wadg¢ - oznaczenia brajlowskie rozrastajg
si¢, utrudniajac czytanie i1 zabierajac miejsce na papierze. Oczywiste, ze dla projektantow
oznaczen najtatwiej byloby zaproponowac diugie 1 jasne dla wszystkich oznaczenia. Mozna
byloby zrezygnowac¢ z notacji matematycznej i zastosowa¢ omdwienia stowne. Nie mieli-
bySmy w brajlu znaku plusa "+", lecz przy okazji kazdego dodawania pisalibySmy stowo
"plus". Lepiej jednak zaprojektowac oznaczenia i nauczy¢ si¢ notacji. Oznaczenia te muszg
by¢ jednoznaczne i jak najkrotsze.

Drugie rozwigzanie polega na zastosowaniu identycznych brajlowskich oznaczen dla
roznych czarnodrukowych symboli. Dzigki temu pomystowi juz w ramach pojedynczego
sze$ciopunktu zwigksza si¢ liczba mozliwych do wykorzystania ksztattow. W jaki sposob
rozpoznac, o ktore znaczenie kombinacji punktow chodzi? Decydujacy jest wtedy fakt, czy
oznaczenie sgsiaduje z innymi znakami bezposrednio, czy tez przeciwnie - jest oddzielone
od nich odstgpami. Dotyczy to zarowno lewej, jak 1 prawej strony oznaczenia. Tak wigc ten
sam brajlowski znak, ktory po lewej stronie ma odstep, oznacza co innego, niz gdy bezpo-
srednio sgsiaduje z innym znakiem. Krotko mowigc, znaczenie znaku zalezy od kontekstu,
w ktorym si¢ znajduje. Rozwigzanie to zaproponowat Helmut Epheser w swoich opracowa-

niach, zarowno z roku 1955, jak 1 1986. Zostato ono pozytywnie przyjete przez sSrodowisko
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1 od kilkudziesigciu lat korzystamy z jego pracy. Wyrdznia si¢ trzy rodzaje sytuacji. Sg
oznaczenia, ktore muszg mie¢ odstep po jednej lub dwoch swoich stronach, oznaczenia,
ktore nie moga mie¢ w sasiedztwie odstepOw oraz oznaczenia, dla ktorych nie ma w tej
sprawie roznicy. Te ostatnie majg tak unikalny ksztalt, Ze nie mogg si¢ pomyli¢ z innymi
znakami. Ich ksztatt jest tak wyjatkowy, niepowtarzalny, ze s3 one jednoznacznie rozpo-
znawalne bez wzgledu na to, czy sg w sgsiedztwie innych znakow, czy nie.

Zasady dotyczace sasiedztwa znakoéw, czyli ich polozenie wzgledem sgsiadow, sg w
notacji pokazywane za pomocg wypetnionych szesciopunktow. Reprezentujg one dowolne
znaki, ktore moga pojawi¢ si¢ w sasiedztwie lub muszg by¢ oddzielone odstepem. Szescio-
punkty te nie tylko wskazuja na charakter znakow, ale pomagajg réwniez w prawidtowym
odczytaniu brajlowskich ksztattow znakow. Ulatwiaja rozszyfrowanie punktow, z jakich sa
one zbudowane. Czasem jednak sze$ciopunkt jest elementem oznaczenia. Takie sytuacje
wyraznie zaznaczamy.

Uktad punktéw brajlowskich, z ktorych sktada si¢ oznaczenie, jest zaprezentowany w
postaci ciggu nawiasow okraglych, oddzielonych przecinkami i odstgpami - spacjami. Gdy
znak jest zbudowany w oparciu o pojedynczy szeSciopunkt, wystarczy jeden nawias. W
przeciwnym przypadku koniecznych jest kilka nawiasow. Wewnatrz nich wyliczamy braj-
lowskie punkty sktadajace si¢ na znak, oddzielone kolejnymi przecinkami. Pomiedzy tymi

numerami nie wpisujemy juz odstepow.

Przyktad:
Litere "a" zapisujemy jako: (1), a litere¢ "b" jako: (1,2).
Znak poprzedzajacy cyfry (znak liczbowy) zapisujemy: (3,4,5,6) 3 . Ten znak nazywa-
my kluczem zapowiadajacym cyfre lub liczbe ztozong z wigcej niz jednej cyfry.
Brajlowskie "1", to dwa znaki: znak cyfry i "a". Zapisujemy: (3.,4,5,6), (1) ;s *:

W poradniku uzywamy skrétow dla najczesciej powtarzajacych sie stow.

sz - to petny szesciopunkt: (1,2,3,4,5,6),
dl - to znak duzej litery: (4,6),
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zn - to znak cyfry, znak liczbowy: (3.4,5,6),
o - to odstep, spacja, znak pusty: ().

Skroty te majg dodatkowe pozytywne znaczenie. Sg tatwiej zrozumiale dla czytelni-
kow widzacych, ktorzy korzystajg z czarnodrukowej wersji poradnika.

W kolejnych rozdzialach przedstawiamy i omawiamy tabele oznaczen, ktore zostaly
zaproponowane przez profesora Ephesera w roku 1986, a ktore zostaly nastepnie przypo-
mniane w rozszerzonej notacji z roku 2000. Aby utatwic¢ ich lekture, wskazujemy przed ta-

belami ich numery zgodnie z tymi publikacjami, umieszczone w kwadratowych nawiasach.

2. Znaczenie brajlowskich znakow w zaleznosci od sgsiedztwa

Na podstawie pozycji znaku wzgledem jego sgsiadow, mozna okresli¢, o ktore jego
znaczenie chodzi. Idea nadawania znaczenia brajlowskiemu symbolowi w zaleznosci od
tego, co znajduje si¢ po jego obu stronach, jest cieckawa i wazna. Dzigki niej mamy do dys-
pozycji o wiele wiecej mozliwosci merytorycznych w ramach jednego sze$ciopunktu. No-
tacja profesora Ephesera wprowadza trzy zasady i1 definicje okreslajace znaczenie brajlow-
skich oznaczen.

Najpierw jednak przedstawmy problem w jak najprostszych stowach. Kazda rzecz ma
okreslone znaczenie, konkretng przydatnos¢, to znaczy zbior funkcji, do ktorych stuzy. Ma
tez wiele cech, po ktorych jg rozpoznajemy. Zazwyczaj jest tak, ze rzecz jest jednoznaczna,
to znaczy jest jednoznacznie rozpoznawana. Zdarza si¢, ze widzimy co$§ po raz pierwszy w
zyciu. Wtedy pytamy, co to jest 1 do czego stuzy. Nie wiemy, w jaki sposob si¢ te rzecz
uzywa. Wszystkiego musimy si¢ dowiedzie¢. Gdyby przybysz z Afryki zobaczyt notebook,
to nie mialby poje¢cia, co to jest! Co prawda teraz 1 notebooki sg znane niemal w kazdym
zakatku Swiata, ale zatozyliSmy, ze sg jeszcze tacy, ktdrzy si¢ z nim nie spotkali. Bez trud-
nosci rozpoznajemy rzeczy jednoznacznie identyfikowalne. Wiemy, ze przedmiot, ktory

mamy rozpoznad, to talerz, czajnik, filizanka, radioodbiornik lub dyktafon itd. Gdy jednak
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kto$§ zapyta o przedmiot, ktory moze petni¢ rozne funkcje? Zdarza sie, ze ta sama rzecz mo-
ze pehi¢ inne zadania zaleznie od decyzji jej wlascicieli. Czy mamy na wycieczce do czy-
nienia z patacem, czy zamkiem? Czy w Warszawie jest Patac, czy Zamek Krolewski? Jak to
okresli¢? Skad sie tego dowiedzie¢? Decyduje o tym historia, otoczenie albo funkcje, ktore
byty lub sg nadal tam realizowane.

Podobnie z brajlowskimi znakami. Wezmy pod uwage najprostszy znak. To pojedyn-
czy punkt ulokowany w pierwszej kolumnie na gorze. To tak zwany punkt pierwszy. W al-
fabecie oznacza liter¢ "a". Gdy jednak punkt ten bedzie poprzedzony przez znak cyfry
(3,4,5,6), to ten pojedynczy punkt bedzie oznaczat "1". Gdy poprzedzimy go innymi zna-
kami kluczowymi, otrzymamy: mata lub duza liter¢ "a", matg lub duza grecka litere alfa,
gotycka litere "a" itd. Znaczenie brajlowskiego znaku zalezy od jego sgsiedztwa. "a" mate
zamienia si¢ na duze, gdy wystepuje przed nim oznaczenie duzej litery, znak (4,6):; . Nasze
"a" zamieni si¢ w alfa, gdy wystapi przed nim oznaczenie matej litery alfabetu greckiego :3
(5,6). Sa jednak bardziej skomplikowane przyktady. Wezmy pod uwage prosty i powszech-
nie uzywany znak plusa s¢ - (2,3,5). Gdyby nie zostawi¢ przed tym znakiem odstepu po
liczbie 1, to z jedynki zrobilby si¢ utamek jedna szosta. Plus jest bowiem takiego samego
ksztattu, co obnizona cyfra szes¢, ktora stuzy do zapisu liczbowych mianownikéw w utam-

kach. Jakze to mata roznica!

s *' +¢ oznacza: "jeden plus dwie trzecie".

'! g0 3% 4 oznacza "jedna szosta i dwie trzecie",

jakkolwiek ten zapis interpretowac merytorycznie. Umieszczenie w tek§cie matematycznym
odstepow lub ich pomini¢cie ma wigc znaczenie kluczowe. Musimy zatem poswieci¢c mu
troche uwagi. Aby temat ten przedstawi¢, wprowadzimy kilka okreslen. W gruncie rzeczy
sg proste, cho¢ na pierwszy "rzut oka" wydaja si¢ skomplikowane. Nalezy najpierw zapa-
migtac, ze sgsiedztwo znakow zaznaczamy sze$ciopunktami. We wszystkich oznaczeniach
sze$ciopunkty oznaczaja dowolne znaki, ktore moga w ich miejscu wystgpi¢. Nie okresla-
my, jakie to beda znaki. Chodzi jedynie o fakt, ze jakie$ znaki mogg tam by¢ umieszczone.
Odstep, czyli spacja, oznacza natomiast, ze ma to by¢ miejsce puste, pozostawione bez zad-

nego znaku. Ponizej nazwy "symbol", czy "znak" uzywamy zamiennie.
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Strona brajlowskiego symbolu nazywana jest swobodng, gdy jego sasiedni znak mo-
ze, ale nie musi, by¢ oddzielony od niego odstgpem. W tabelach notacyjnych jest to przed-
stawione poprzez nie wpisanie po tej stronie symbolu szesciopunktu. Symbol taki moze za-
tem sgsiadowac z innym brajlowskim znakiem bezposrednio lub by¢ od niego oddzielony
odstepem.

Strona brajlowskiego symbolu nazywana jest przyciggajaca, gdy sasiedni znak musi
do tego symbolu przylega¢ - nie moga one by¢ oddzielone odstepem. W tabelach notacyj-
nych jest to przedstawione w taki sposob, ze bezposrednio przy symbolu jest umieszczony
sze$ciopunkt. Symbol taki musi zatem sasiadowa¢ z innym brajlowskim znakiem bezpo-
Srednio.

Strona brajlowskiego symbolu nazywana jest odpychajaca, gdy przy tym symbolu,
po tej stronie, musi wystapi¢ odstep. W tabelach notacyjnych jest to przedstawione w taki
sposob, ze bezposrednio przy tym symbolu znajduje si¢ odstep, a dalej odseparowany od
niego szesciopunkt.

Tak, jak méwimy o stronach symboli, moéwimy o nich samych. Sg wigec symbole le-
wostronnie, prawostronnie lub obustronnie: przyciagajace, odpychajace lub swobodne.

Okreslenia te odpowiadajag wymienionym definicjom dotyczacym stron symboli.

3. Regula pustych miejsc

Dla prawidlowego zapisywania 1 odczytywania matematycznego tekstu nalezy do-

brze zrozumie¢ ponizszg regule.

Reguta pustych miejsc:
Pomiedzy dwoma sgsiednimi symbolami brajlowskimi nie moze by¢ pozostawione
puste miejsce (odstep), gdy odpowiednia strona chociazby jednego z dwoch spotykajacych
si¢ symboli jest przyciggajaca.
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Jesli zadna strona sgsiadujacych ze sobg symboli nie jest przyciagajaca, ale przy-
najmniej odpowiednia strona jednego z tych dwdch symboli jest odpychajaca, to musi po-
miedzy takimi symbolami pozosta¢ puste miejsce.

W przypadku sgsiadowania ze sobg dwoch symboli, ktorych odpowiednie strony sg
swobodne, pozostawienie pustego miejsca jest dozwolone, ale niekonieczne.

Co mamy na mysli piszac "odpowiednie strony"? Chodzi o te strony sasiadujacych ze
sobg symboli, ktore si¢ ze sobg spotykaja. Tak wiec w przypadku symbolu stojacego z le-
wej strony chodzi o jego prawg strong, a w przypadku symbolu prawego - o lewag. W obu
przypadkach chodzi o strone¢ "znajdujaca si¢ pomiedzy" sgsiadami.

W przyktadzie, ktory juz przedstawiliSmy, odstep jest zatem nieodzowny:

Bez niego wyrazenie przestaje by¢ sumg (brak odstepu zmienia jego znaczenie), gdyz
symbol operacji dodawania jest lewostronnie odpychajacy. Pomiedzy jedynka 1 znakiem
dodawania musi wystapi¢ odstgp. Przy zastosowaniu tej reguly nalezy uwzgledni¢ kilka

uzupetnien, o ktorych jest mowa w czesci IlI, w rozdziale 5.

4. Pomocnicze oznaczenia techniczne

Nie mozemy przystagpi¢ do omawiania brajlowskich oznaczen nie wyjasniajac ozna-
czen, ktore sg niezbedne w kazdym tekscie, rowniez niniejszego poradnika. Musimy przed-
stawi¢ specjalne oznaczenia brajlowskie, ktoére nie wystepuja w czarnym druku, a w braj-
lowskich formutach sg nieodzowne. Nie mozemy ich zaprezentowania op6zni¢, gdyz beda

nam potrzebne juz zaraz.

[Tabela 1]
1. tekst matematyczny T
2. tekst zwykly SRR
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3. ztamanie formuly w miejscu pustego znaku ¢
4. zkamanie formuty w miejscu nie bedgcym pustym znakiem T
5. znak $cie$niania 200
6. zapowiedz znaku interpunkcyjnego oL
7. brajlowska uwaga techniczna s s

Oznaczenie przejscia od tekstu zwyktego do tekstu matematycznego (znak 1. z po-
wyzszej tabeli):
(5),(2),5z- s ¢ 23
jest czesto pomijane w brajlowskich publikacjach. Tymczasem jest ono nieodzowne - po-
dobnie jak nastgpne. Notacja matematyczna znacznie si¢ rozni od zwyktej. Jak juz omowili-
smy, te same brajlowskie znaki oznaczajg w obu przypadkach co innego. Dzigki oznacze-
niom 1 1 2 dowiadujemy si¢, jak nalezy interpretowac tekst. Oto prosty przyktad. Brajlow-
ski znak: 3. oznacza w tekscie zwyklym litere "I", a w matematycznym otwierajacy nawias
okragly. Gdy napotkamy w tekScie oznaczenie 1. wiemy, ze nastepujace po nim znaki nale-
zy traktowac jako symbole matematyczne. Gdy napotkamy oznaczenie 2., nastgpujacy po
nim tekst jest zwykty (literacki).

Oznaczenie przejscia od tekstu matematycznego do tekstu zwyktego, to:
(6), (3), sz -5 i &

Matematyczne formuty nie musza zmiesci¢ si¢ w jednej linijce. Doktadniej mowiac,
w brajlu zdarza si¢ to nadzwyczaj czesto, bo brajlowskie linijki sg krotkie. W czarnym dru-
ku moze zmie$ci¢ si¢ w jednej linijce 60 1 wigcej znakow, a w brajlu okoto 30. Dhuzsze
formulki nalezy kontynuowa¢ w kolejnych linijkach. Nalezy zaznaczy¢ ten fakt trzecim
znakiem z powyzszej tabeli. Formuty mozna fama¢ w miejscach, w ktorych sg odstepy, albo
przeciwnie - tam, gdzie kolejne znaki wystepuja jeden po drugim, bez przerwy. Nie znaczy
to, ze mozemy przejs¢ do nastepnej linijki famigc obszerniejsze brajlowskie oznaczenie:
cel i ub ettt et

Oznaczenie 3. z powyzszej tabeli przedstawia si¢ nastepujaco:

sz, (6) - 33 °:
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a oznaczenie 4., znak kontynuacji zapisu w nastgpnej linijce formuty ztamanej w miejscu
nie bedagcym pustym znakiem:
sz,(4) -3

Kolejny znak z tabeli zostal okreslony przez profesora Ephesera jako znak $cie$niania
zapisu w obrebie jednej formuty. W Polsce okreslenie to nie jest jasne. By¢ moze mamy do
czynienia z réznicami jezykowymi, a polskie thumaczenie nie odpowiada zamystowi profe-
sora. Co bowiem to oznaczenie $cie$nia? Na pierwszy rzut oka matematyczne formuty nie
stajg si¢ dzieki niemu "ciasniejsze". Oto szczegdtowy zapis tego oznaczenia. W gruncie
rzeczy jest to po prostu brajlowski czwarty punkt:
sz,(4),sz- 22 7 i

Czwarty punkt stuzy na przyktad do zaznaczenia faktu, iz nastepujace po nim znaki
sg tej samej kategorii, co poprzednie. Informuje o kontynuowaniu zapisu w tym sensie, ze
narzucone wczesniej obwarowania dotyczgce oznaczen sg kontynuowane. Stosuje si¢ go
wiec do okreslenia rodzaju alfabetu dla liter stojacych po nim. Litery te sg identyczne do
tych, ktore stojg przed nim. W innym przypadku, gdyby czwarty punkt nie zostal uzyty,
musieliby$my przed nastgpnymi literami wpisa¢ oznaczenie alfabetu. W tym zastosowaniu
znak ten rzeczywiscie Scie$nia formule. Czwarty punkt napisany w liczniku lub mianowni-
ku utamka oznacza ich kontynuacje. Umozliwia to pominigcie oznaczenia poczatku licznika
1 znaku konczacego mianownik.

Zapowiedz znaku interpunkcyjnego jest niemal zawsze nieodzowna. Oto szczegodto-
Wy zapis - to po prostu szdsty punkt:
sz, (6), sz - 3 3 &

Najczesciej nie mozna napisa¢ znaku interpunkcyjnego bez tego dodatkowego znaku,
pod grozba utraty jego interpunkcyjnego znaczenia. Na przyktad §rednik napisany po dwoj-
ce nie bylby $rednikiem, lecz oznaczatby mianownik utamka: "dwie drugie". Porownajmy:

Cloel 1
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Czasem brajlowski tekst nie jest zrozumiale napisany. Pomimo stosowania si¢ do ist-
niejacych notacji, mozemy by¢ zmuszeni do zapisu, ktory nie bedzie tatwy do odczytania.
Stosujemy w takich przypadkach oznaczenie zapowiedzi brajlowskiej uwagi techniczne;:
(1,2,3,4,6), (1,2,3,4,6) - 3. s:

ktore daje mozliwos$¢ dodatkowego wyjasnienia zapisu.

5. Liczby i alfabety

5.1 Wyciag z tablicy Monniera

Oto podstawowy alfabet tacinski oraz kilka uwag o jego budowie w systemie Ludwi-

ka Braille'a:

all bi oo A el I g b qi ja

Litery z drugiej dziesiatki alfabetu r6znig si¢ od liter stojacych w pierwszym rzedzie
jedynie dodatkowym trzecim punktem. W obrebie czterech punktow: 1, 2, 4, 5, brajlowskie
oznaczenia s3 identyczne. Do liter trzeciej dziesiatki dodano dwa dolne punkty: trzeci 1 sz6-
sty.

Oznaczenia liter pierwszej dziesigtki sg tez uporzadkowane. Najpierw wykorzystano
pierwszy punkt:

— litera "a" - (1),

nastepnie uktady dwupunktowe:
— litera "b" - (1,2),
— litera "c¢" - (1,3).
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"i"

Mozemy skonstruowa¢ 8 liter zawierajacych pierwszy punkt, totez "i", ktore jest

dziewiaty litera, jest zbudowane z punktow: (2,4). Nastgpne po nim "j" to (2,4,5).

5.2 Polskie litery ze znakami diakrytycznymi

Litery diakrytyczne w alfabecie polskim sg dodane do alfabetu tacinskiego na nastg-
pujacych zasadach:

1. poprzez dodanie do litery podstawowej szostego punktu:

a:: c:: efé

al, ¢ ¢
2. poprzez zamiang trzeciego na szosty punkt:

138 nit s3t

P3OAT §e

3. poprzez lustrzane odbicie liter:

.- .-
VAR

u

.o
r e ) ry - @
0., Zg,

Ponizej zamieszczamy liste polskich znakow diakrytycznych, w ktorej wskazujemy,

ktore akcenty zostaly wykorzystane dla ich stworzenia.

1. "acedilla" - (1,6) %
.""cacute" - (1,4,6) .
. "e cedilla" - (1,5,6) T

. "nacute" - (1,4,5,6)
. "o acute" - (3,4,6)
. "sacute" - (2,4,6)

2
3
4. "zmodyfikowane uko$ng kreseczkg 1"- (1,2,6) s,
5
6
7

26



8. "z acute" - (2,3,4,6) .
9. "z z kropka" - (1,2,3,4,6) s

Przyktad:

Oto kilka najwazniejszych znakéw interpunkcyjnych:

kropka - (3) 8 i
przecinek - (2) e
dwukropek - (2,5) R
srednik - (2,3) S
znak zapytania - (2,6) 3 s
wykrzyknik - (2,3,5) e

cudzystow otwierajacy 1 zamykajacy - (2,3,6)1(3,5,6) 30 1 sp.e

5.3 Liczby arabskie poprzedzone znakiem liczbowym (3,4,5,6) :3

Cyfry zapisujemy tak:

Gdy korzystamy z brajlowskich monitoréw podigczonych do komputerow, mamy do
czynienia z innym zapisem cyfr. W ich przypadku kazde oznaczenie musi zajmowac do-
ktadnie jeden szesSciopunkt. Wiasnie to wymogto na producentach decyzje, ze brajlowskie
monitory muszg mie¢ znaki osmiopunktowe. Cyfry 1 liczby nie mogg by¢ poprzedzone zna-
kiem cyfry. Do oznaczen pierwszych dziewigciu liter alfabetu dodaje si¢ na przyktad szosty

punkt.
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W zapisie 8-punktowym zamiast punktu 6 mozna zastosowa¢ punkt 8. W tych sa-
mych urzadzeniach, do oznaczenia duzych liter zwyczajowo dodaje si¢ do nich punkt sidd-
my.

Dla zapisania liczebnikow porzadkowych stosujemy tak zwany zapis obnizony, w

ktorym cyfry nie sg rozmieszczone w gérnym czteropunkcie szesciopunktu, lecz nize;j:

H
S}
w
o
)
o)
-
o0
O
(e

Mozna spotka¢ zapis obnizony dla cyfr bez poprzedzania ich znakiem liczbowym.
Jest tak na przyktad w amerykanskiej notacji brajlowskiej. Przed cyframi umieszczamy dla

utatwienia ich odczytania szesciopunkty:

Przecinek dziesi¢tny to drugi punkt:
5z, (2),82- 3% ¢ i

Kropke grupujaca, oddzielajaca grupy jednosci, tysigecy, miliondw itd., zapisujemy
przy pomocy trzeciego punktu:

sz, (3),sz- 3% . 38

W miejscu grupujacej kropki, w duzych liczbach mozemy pomiedzy poszczegdlnymi gru-

pami umiesci¢ odstep.

Przyktad:

Oto oznaczenia podstawowych dziatan arytmetycznych:
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dodawanie [plus] - (2,3,5) L

odejmowanie [minus] - (3,6) i

mnozenie [kropka] - (3) .

dzielenie [dwukropek] - (2,5,6) TR

znak réwnosci - (2,3,5,6) T

znak potegowania - (3,4,6) s

znak pierwiastkowania- (1,4,6) el
Przyktad:

Godzing mozna zapisa¢ na przyktad tak:

¢ Toes 1% % - dziesigta pigtnascie

Jak wspomnieliSmy powyzej, w Polsce, do oddzielania w liczbie cz¢$ci catkowitej od

czesci utamkowej, uzywa si¢ przecinka, a do oddzielania grup liczb - kropki, odwrotnie niz

w notacji amerykanskie;j.

Przyktad:

$o el el "I e % oznacza liczbg 22 1 175 tysigcznych, natomiast:

i88 80t % oznacza liczbe 22 tysiace 175.
Utamki zwykle zapisujemy za pomoca znaku liczbowego, po ktorym nastepuje licz-

nik, zapisany normalnymi cyframi i mianownik, zapisany bez odstepu cyframi obnizonymi.

Przyktad:
5

1
4 12
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15 10

Liczby mieszane zapisujemy w ten sposob, Ze najpierw piszemy liczbg catkowita,
zapisang normalnymi cyframi, a nastgpnie ulamek zgodnie ze wskazdéwka przedstawiong

powyzej. Obu tych czesci nie oddzielamy odstgpem, a poprzedzamy znakiem liczbowym.

Przyktad:

3 5
ittt s -trzy i pied siodmych
1

5 @%iT i -pietijedna druga

5.4 Liczby rzymskie
[Tabela 2.2]

jeden et
dwa e
trzy SRR
cztery 14T
pigc Ll
szes¢ Delet
siedem Tel et et
osiem el ettt
dziewie¢ ‘I % Il
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dziesigé Sy
pi¢édziesiat . 3:
sto o
pieéset L
tysigc el

Liczby rzymskie zapisuje si¢ stawiajac obok siebie kolejne znaki. Nie oddzielamy ich

odstepami. Jedynie przed pierwsza cyfra piszemy w brajlu znak duzej litery.

Przyktad:
et =11

0 =60

1T =90

1 =400

6. Akcentowanie liter

Akcenty stosowane sg w réznych sytuacjach. Stuza na przyktad do zaznaczania spe-
cjalnych sylab i liter. Sylaby zaznaczamy, gdy chcemy wskaza¢, ze sg one akcentowane fo-
netycznie. Uzywamy do tego celu na przyktad apostrofu. W systemie brajlowskim bedzie to

czwarty punkt. Wyroznione litery moga by¢ zaznaczane przez znaki diakrytyczne. W naro-
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dowych alfabetach jest wiele takich liter. W czarnym druku powstaja one poprzez dopisanie
do ich znaku podstawowego diakrytycznego dodatku. W systemie brajlowskim najczesciej
nie jest to mozliwe. Co prawda, na przyktad litera "3" powstaje w brajlu z litery "a", po-
przez dodanie punktu szostego do pierwszego. Odpowiada to dodaniu w czarnym druku
ogonka do litery "a". Jednak nie mozna w brajlu taki sposob postapi¢ na przyktad z literg

"n", aby powstato "n". Sg zatem we wszystkich narodowych alfabetach zaprojektowane
osobne znaki dla tego rodzaju liter. Polskie litery ze znakami diakrytycznymi zostaty przed-
stawione w czesci II, w rozdziale 5.2. Takie specjalne litery dla innych alfabetow sg nato-
miast przedstawione w tablicy Monniera.

Do zaznaczania specjalnych liter w alfabetach narodowych nie uzywa si¢ zapropo-
nowanych przez notacje matematyczng akcentow. W tek$cie matematycznym mozna za-
znacza¢ przy pomocy akcentdéw dowolne znaki. W czarnym druku jest to proste. Wystarczy
dopisa¢ do nich dodatkowy znak diakrytyczny doktadnie tak, jak w przypadku zwyktych
liter. Nie ma rdznicy pomigdzy literg "a" oraz "x". W systemie brajlowskim, jak juz powie-
dzieliSmy w odniesieniu do litery "n", nie jest to mozliwe. Nie istnieje metoda na dodanie
dodatku do wigkszosci brajlowskich liter w ramach jednego szesciopunktu. Akcentowanie
dowolnych znakow w tekscie matematycznym wymagato zaprojektowania specjalnych
oznaczen dla akcentow. Przedstawiamy je w czes$ci IV w rozdziale 3. Pokazany tam sposéb
nie jest prosty 1 oszczedny, ale jednoznaczny.

Skoro akcent stuzacy do zaznaczania sylab akcentowanych fonetycznie zapisujemy
punktem 4, to zdecydowano, ze wszystkie akcenty bedg rozpoczynaly si¢ tym znakiem.
Skomplikowane brajlowskie oznaczenia akcentéw moga by¢ stosowane do wszelkich zna-

kéw. Sg ulokowane wewnatrz formut matematycznych. Nie mogg by¢ oddzielane odstepa-

mi od swoich sgsiadow - sg obustronnie przyciagajace.
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7. Procenty i promile

Temperatura i miara kata

[Tabela 3]
1. procent AT R
2. promil BRI RIS
3. stopief 233 LI
4. stopien Celsjusza el LI I
5. stopien Fahrenheita i d LI
6. stopien Kelvina iy RIS
7. stopien Kelvin (alternatywny zapis) RS
8. minuta 8 i LI
9. sekunda LI LI
10. centystopien e s R
11. centyminuta e S
12. centysekunda 30t ISR
13. radian REL
14. steradian RTINS

W szczegdlowym omowieniu powyzszych symboli, ktore zamieszczono w czgsci IV,
w rozdziale 4, sg opisy ich czarnodrukowych ksztattow. Ci, ktorzy interesujg si¢ matematy-
ka, powinni bowiem zna¢ czarnodrukowg notacje¢, chociazby po to, by porozumiec si¢ z in-
nymi uczniami, matematykami 1 lektorami.

Nalezy doda¢, ze w powyzszej tabeli, drugie oznaczenia przedstawionych symboli sg
dodatkowe 1 rzadko uzywane. Nie polecamy ich uzywania przez ucznidw. Zostaty one za-
mieszczone jedynie w tym celu, by nie zaskakiwatly, gdy znajda si¢ w podrecznikach, kto-

rych jest przeciez wiele.
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Przyktad:

Temperatura w piekarniku podczas pieczenia ciasta przekroczyta 215 stopni Celsju-

sza, wigc zmniejszono gaz do temperatury 180 stopni. Dane o temperaturze zapisujemy:
215°C 1 180°C  js 8t % %e le il ??

ERCESE T B A R R

Przyktad:
Miare katéw zapisujemy nastepujaco:

- 180 stopni,

' e i+ - 52 stopnie i 10 minut,

e 898 e - 450 stopni i 0 minut.

Przyktad:

Okreslenie 1% ;s *: 3 +¢ ¢ : czytamy 1 procent danej wielkosci to jej:
L - CZ SC
100 [ X J . .. .. .. Q
10 % 2 ®: e3 3 e liczby 100, obliczamy nast¢pujgco:
10%-100=L -100 =10
10

p% 3" i3 s liczby a ) °: rOwna si¢:

r .,
100

W okresleniu procentu zostal uzyty powszechnie stosowany symbol ;¢ s¢ s | nato-

- e® )

miast w obliczeniach procentow symbol skrocony ;¢ @3

Przyktad:
RO6wnos¢ 1%0 = 0,1% o »:
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1 promil jest rOwny jednej dziesiatej czes$ci procenta.

1% 3% i3 s e liczby pii 3 obliczamy nast¢pujgco:

1000

W stopniach mierzymy zaro6wno temperature jak i katy figur geometrycznych. Obie

te jednostki zapisujemy identycznie.

Przyktad:

ROWNOSE Sin30°=5 TN ANy it i jest jednym z pod-

stawowych réwnan trygonometrycznych. Suma katow w dowolnym czworokacie wypu-

ktym jest rowna 360°

Natomiast suma w dowolnym wielokacie wypuklym wyraza si¢ wzorem:
(n—2)-180° s a3, ;28 oG8 B gttty 10 edzie n Jf jest liczba katow

tego wielokata.

Przyktad:

Temperatura zera bezwzglednego wynosi:

0° K =-273,15°C =-459,67°F,

5
I’F= —°C,

9
1°C =32°F,

100°C = 212°F,
x’C=x+273,15°K
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Przyktad:

Wiadomo, ze minuta katowa jest 610 ;e g i¢ stopnia, co zapisujemy:

zf=%jz++z.s:::.x BEtaata

W powyzszym przyktadzie konieczne bylo zastosowanie drugiego oznaczenia stop-

nia i minuty, bo gdyby$my uzyli oznaczenia ;3 33 to zamiast 17 33 ** ¢ i3, otrzymalibySmy

ulamek: 3 % g ik
600

Wielkos¢ katow mozemy mierzy¢ nie tylko w stopniach, ale rowniez w radianach,

ktore oznaczamy

Przyktad:

Radian jest miarg tukowg kata 1 wyraza si¢ wzorem:

Irad = 180 =57°17'44 8"
T
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8. Oznaczenia liter

8.1 Oznaczenia alfabetu

W tek$cie matematycznym postugujemy si¢ trzema alfabetami: tacinskim, grec-
kim 1 gotyckim. Pierwsze oznaczenie alfabetu w tabeli dotyczy matych liter, a drugie du-

zych.

[Tabela 4.1]

1. tacinski:  male litery - ‘; 33 , duze litery: :. &2

o0 O

2. grecki: mate litery - ‘3 &3 , duze litery: ‘3 &3

3. gotycki:  male litery - ‘¢ 2t , duze litery: s 3¢
Warto zwroci¢ uwage dla utatwienia nauki na to, ze oznaczenie duzej litery w kaz-
dym z trzech powyzszych alfabetow rdzni si¢ od oznaczenia matej litery dodatkowym

czwartym punktem.

8.2 Oznaczenia rodzajow druku

Oznaczenie druku umieszczamy bezposrednio przed znakiem, ktorego ono dotyczy,
to znaczy przed oznaczeniem alfabetu. W wersjach notacji Ephesera z roku 1955 1 1986
wystepuje jedynie sze$¢ rodzajow druku. Ich brajlowskie oznaczenie oparto na punktach
prawej kolumny szesSciopunktu:
(4,5,6) - :2 3

W praktyce uzywa si¢ wigkszej liczby rodzajow druku. W rozszerzeniu brajlowskie;j
notacji z roku 2000 zostalty uwzglednione rodzaje druku wykorzystywane przez System

Tex. Ponizej przedstawiamy jedynie podstawowe rodzaje druku, ktére zaprojektowal sam

37



profesor Epheser. Inne sa zamieszczone w rozszerzonej notacji matematycznej dla niewi-

domych.

[Tabela 4.2.1]

1. antykwa s i
2. pochyla antykwa '8 88
3. pogrubiona antykwa :: 3:
4. piame odrcyme ERT
5. ornament 1 FR T
6. ornament 2 ;e 88

Powyzsze oznaczenia podstawowych rodzajow druku pokrywajg si¢ z oznaczeniami
matych lub duzych liter alfabetu: tacinskiego, greckiego lub gotyckiego. Nie prowadzi to do
nieporozumien. Rodzaj alfabetu sygnalizuje znak stojacy bezposrednio przed literg, a rodzaj
druku stoi na lewo od niego. Przyjeto zasadg, iz przed literami nie moze sta¢ jedynie ozna-
czenie druku. Ono samo moze by¢ pomini¢te, gdy jednak wystepuje, musi sasiadowacé z

prawej strony z oznaczeniem alfabetu.

Przyktad:

s -to duze "N",

¢ -to pogrubione duze "N",

¢ -to duze pochyle "N",

- to mate, pochyte "n".

: - zbidr liczb naturalnych,
- zbidr liczb catkowitych,

- zbi6r liczb wymiernych,



¢ - zbidr liczb wymiernych,

- zbior liczb rzeczywistych,

* - zbidr liczb zespolonych.

W podrecznikach matematycznych zbior liczb wymiernych jest oznaczany :. :: se

®-

natomiast w podrecznikach szkolnych oznacza si¢ go - ‘e .

Sze$¢ rodzajow druku to za mato. W najnowszej notacji zaproponowano wzbogacone
rozwigzanie. Profesor Epheser zaznacza rodzaje druku punktami prawej kolumny szescio-
punktu. Dla wzbogacenia zbioru rodzajow druku najnowsza notacja rozwija t¢ koncepcje.
Rodzaje druku ponumerowano. Ich nazwy nie sg dla uczniéw zrozumiate 1 przydatne.

Dla druku o numerze nr stawiamy najpierw calg prawg kolumng¢ szesciopunktu -
(4,5,6), nastepnie pomocniczy znak stuzgcy do oznaczania dolnych indeksow - (1,6) i1 nu-
mer rodzaju druku zapisany obnizonymi brajlowskimi cyframi. Konczymy oznaczenie pio-

nowg kolumng szesciopunktu - (4,5,6). Otwierajaca 1 zamykajaca oznaczenie pionowa patka

stanowi nawias, w ktorym zostato ono zamknigte.

Przyktad:

Rodzaj pierwszy druku:

(4,5,6), (1,6), (2), (4,5,6) -

Dla popularniejszych rodzajow druku notacja proponuje prostsze do zapamigtania i
odczytania rozwigzanie. Polega ono na zastgpieniu numeréw rodzajéw druku ich literowy-

mi oznaczeniami.

[Tabela 4.2]

1. antykwa
2. pochyta antykwa

3. pogrubiona antykwa
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4. italiki (kursywa)
5. KAPITALIKI

6. pogrubione matematyczne italiki

7. DUZE KALIGRAFOWANE LITERY ALFABETU £ACINSKIEGO
8. DUZE POGRUBIONE KALIGRAFOWANE LITERY ALFABETU £ACINSKIEGO

Podstawowym rodzajem druku stuzacym do sktadania wyrazen matematycznych jest
druk zwany italikami matematycznymi (kursywa matematyczng). W celu uproszczenia za-
pisu brajlowskiego przyjeto w notacji, ze jezeli wyrazenie matematyczne zostato zapisane

tylko takim krojem druku, to pomi¢dzy znakami przejscia od tekstu zwyklego do matema-

tycznego ‘- 1 od tekstu matematycznego do zwyktego :; .

mozna w ogoble poming¢
oznaczenie rodzaju druku.

Dla wyrazen matematycznych, ktore zostaty ztozone innym rodzajem druku niz itali-
ki matematyczne lub zostalty ztozone przy uzyciu kilku krojéw druku, zaproponowano sto-
sowanie upraszczajacych konwencji:

Zapisujac wyrazenie matematyczne (pojedynczg liter¢) nastepujagcymi rodzajami dru-
ku:
pogrubionymi matematycznymi italikami,
duzymi kaligrafowanymi literami alfabetu tacinskiego,
duzymi pogrubionymi kaligrafowanymi literami alfabetu tacinskiego,

literami greckimi,

wokh w -

literami gotyckimi,

6. literami ozdobnymi,
mozna poming¢ znaki przej$cia od tekstu zwyktego do matematycznego 1 odwrotnie. Tak
wiec uznano, ze wskazane rodzaje druku stuzg wytacznie do zapisu wyrazen matematycz-
nych. Jest to bardzo znaczace uproszczenie, gdyz najczegscie] whasnie z takimi sytuacjami
si¢ spotykamy w matematycznym tekscie. Gdy spotkamy ktéry$ z wymienionych drukow,

od razu mozemy mie¢ pewnos¢, ze czytamy wyrazenie matematyczne, a nie zwykty tekst.
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Nie koniec na tym. Dzigki kolejnemu uproszczeniu mamy pewnos¢, ze elementy wy-
razenia pomi¢dzy dwukrotnie powtdrzonymi znakami przejScia odpowiednio od tekstu
zwyktego do matematycznego i od tekstu matematycznego do zwyktego, sa zapisane w na-
stepujacy sposob:

— litery wystepujace na poziomie podstawowym (w rzedzie zerowym) sg zapisane pogru-
bionymi matematycznymi italikami,

— wszystkie symbole matematyczne znajdujace si¢ rOwniez na poziomie podstawowym sg
pogrubione,

— litery wystepujace na poziomie dolnych lub goérnych indeksoéw oraz bezposrednio nad
lub pod symbolami matematycznymi sg zapisane matematycznymi italikami,

— liczby znajdujace si¢ na wskazanych poziomach oraz na poziomie podstawowym, pozo-
stajg niepogrubione.

Litery greckie, gotyckie, ozdobne oraz duze kaligrafowane (pogrubione) alfabetu ta-
cinskiego uwazamy za symbole matematyczne.

Tak wigec mamy do dyspozycji metode, dzigki ktorej w wyrazeniach matematycz-
nych, w ktorych nie wystepuja niestandardowe kroje druku wymienione powyzej, nie mu-
simy tych krojéw w brajlu zaznacza¢. Wpisanie przed wyrazeniem podwojnego oznaczenia
przej$cia do tekstu matematycznego 1 stosowne zamknigcie takiego wyrazenia zastgpuje

oznaczenia kroju druku wszystkich elementow tego wyrazenia.

Przyktad:

Z fizyki znamy dwa proste pojecia: gestos¢ ciala oraz jego cigzar wlasciwy. Trady-
cyjnie oznacza si¢ je greckimi literami odpowiednio: © ‘s 3¢ 1 ¥ ‘s 3¢ . Pomigdzy tymi po-
jeciami zachodzi zalezno$¢:

V=P -gieeig any

gdzie g oznacza przyspieszenie grawitacyjne Ziemi.
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Przyktad:

Przypu$émy, ze w pewnym obszarze przestrzeni, na punkt materialny o masie

m dziataja nastepujace sity: F,, F,, ...,F,

Na mocy drugiego prawa Newtona punkt materialny porusza si¢ z przyspieszeniem &

‘s %% 8 11t spelniajacym rownanie wektorowe: F + F,+ .. +F = mav
lub kroce;:

Oznaczenie liter sktada si¢ ze znakow druku i alfabetu. Wszedzie, gdzie nie mozna
pomyli¢ ze sobg dwoch rdéznych znakdéw, mozna poming¢ oznaczenie druku. Problem po-
jawia si¢ wtedy, gdy w jednym tekscie spotykamy t¢ samg litere zastosowang do oznaczenia
dwoch réznych obiektéw. Zaréwno w czarnym druku, jak 1 w brajlu musimy wtedy odroz-
ni¢ je krojem pisma. W innych sytuacjach zaznaczenie rodzaju w czarnym druku nie stwa-
rza zadnego problemu. Oznaczenie to nie zabiera dodatkowego miejsca. Polega jedynie na
zastosowaniu odrgbnego ksztalttu znaku. W brajlu jest inaczej. Zaznaczenie druku jest ob-

szerne 1 mato czytelne. Gdy zatem w tekscie nie wystepuja konflikty, oznaczenie druku nie
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tylko mozna, ale lepiej pomingé. Oznaczenie litery zredukuje si¢ dzigki temu do oznaczenia
alfabetu.
Oznaczenia druku s3 niezbedne w nastepujacych sytuacjach:

1. gdy jedna litera wystepuje w wielu znaczeniach,

2. gdy dzieki oznaczeniu druku niektore symbole sg tatwiejsze do rozpoznania, na przy-
ktad wektory 1 macierze, ktére zapisujemy pogrubionymi matematycznymi italikami
oraz tensory, ktore zapisujemy pismem ozdobnym.

3. litery pisane antykwa, czyli drukiem prostym zwyktym, jak réwniez ciagi takich liter
tworzace symbole wyrazowe, a oznaczajace pewne skroty, nie wymagajag w brajlu
wskazania rodzaju druku, gdyz zaznaczone sg przy pomocy specjalnych znakéw,
zwanych kluczami.

4. tekst zwykly jest zazwyczaj pisany antykwa, wigc pomijamy w brajlu jego oznacze-

nie, przyjmujac, ze doktadnie kazdy taki tekst jest pisany antykwa.

Nalezy stosowac si¢ do kolejnych zasad dotyczacych oznaczen druku 1 alfabetu:

1. kazde oznaczenie litery sktadajace si¢ z oznaczenia druku i alfabetu w tek$cie mate-
matycznym dotyczy pojedynczego znaku, a w tekscie zwyktym wszystkich znakow
az do odstepu lub innego oznaczenia tego rodzaju.

2. oznaczenie okreslajgce jedynie alfabet dotyczy w tekscie matematycznym, jak 1 zwy-
ktym, wszystkich liter w formule, az do kolejnego oznaczenia alfabetu.

3. oznaczenie litery musi pojawic¢ sig:

a. przed literami odseparowanymi od reszty tekstu,

b. przed pierwszg literg formuty,

c. przed brajlowska litera zbudowang z czterech gornych punktow, czyli nie zawierajaca
punktow 3 1 6, gdy nastepuje bezposrednio po liczbie napisanej normalnymi cyframi

- pordbwnajmy zapisy:

0%t et %e i % - dwadzieScia pie¢ d

d. przed niektorymi literami, gdy dochodzi do niejednoznacznos$ci, na przyktad "o" i

"omikron",
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e. przed litera, przed ktora nalezy postawi¢ znak $cie$niania (punkt 4),

f. przed literami "eta", "teta" 1 "chi", gdy wystepuja w formule matematyczne;.

9. Oznaczenia waznych zbiorow

[Tabela 4.3]

[—

. zbi06r liczb naturalnych

2. zbior liczb catkowitych

(8)

zbi6r liczb wymiernych

zbi6r liczb rzeczywistych
zbi06r liczb zespolonych

zb10r kwaterniondOw

NS ok

prosta rzutowa

10. Niekonwencjonalnie wydrukowane w czarnym druku litery

Ponizej przedstawiamy kilka wazniejszych oznaczen niekonwencjonalnych liter. Cata

tabela znajduje si¢ w rozszerzonej notacji matematycznej dla niewidomych.

[Tabela 5]
12. stylizowane "e" e
13. przekreslone stylizowane "e" RIEEIRL.
14. lustrzane stylizowane "¢" 5.
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n.n oo o .

15. przekreslone stylizowane "o L

oznaczenie polskie RIS
16. stylizowane "N" R
26. wersja "V" S
27. wersja odwrdconego "V" RN
28. lustrzane odbicie "E" RN
29. odwrdcone "A" HS

Omoéwmy powyzsze oznaczenia.

Stylizowane "e" - znak 12 - oznacza: {(element) nalezy do (zbioru), jest elementem
(zbioru)}. Zapisujemy go w nastepujacy sposob:
4), (1,5)- % %

Przekreslone stylizowane "e", - znak 13 - oznacza: {(element) nie nalezy do (zbioru),
nie jest elementem (zbioru)} Zapisujemy go:
(3,5), (4),e-is " %

Lustrzane odbicie stylizowanego "e" - znak 14 - oznacza: {(zbidr) posiada (ele-
ment)}.
(1,2,3,4,6), (3,5) - & e

Przekreslone stylizowane "O" - znak 15 - oznacza: {zbior pusty},
(1,2,3,4,6),0 -2 2o

Jest to nowy znak w notacji. Wczesniej w polskim brajlu uzywano innego oznaczenia
zbioru pustego, a mianowicie:
(3,5),dl,0-32 1% 5

Stylizowane "N" - znak 16 - to [alef (litera alfabetu hebrajskiego)], ktéra oznacza:
{liczba kardynalna oznaczajgca w teorii mnogosci moc zbioru}.
(1,2,3,4,6),a-3. *:

Wersja "V" - znak 26 - to powigkszony haczek, ktory oznacza: [kwantyfikator egzy-

stencjalny], {istnieje takie, ze}. Zapisujemy go w nastepujacy sposob:
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(1,2,3,4,6), (2) - 22 =

Wersja odwrdconego "V" - znak 27 - to powigkszony daszek, ktory oznacza: [kwan-
tyfikator generalny], {dla kazdego}. Zapisujemy go:
(1,2,3,4,6), (2,6) - 3. =

Lustrzane odbicie "E" - znak 28 - to [kwantyfikator egzystencjalny w anglosaskie;j
typografii], ktéry oznacza tam: {istnieje takie, ze}.
(1,2,3,4,6), (2,6) - &5 =,

Odwrocone "A" - znak 29 - to [kwantyfikator generalny w anglosaskiej typografii],
ktory oznacza: {dla kazdego}.

(1929334:6)7 (2) - E: '

Oznaczenia zawarte w omawiane]j tabeli sa modyfikacjami lub stylizacjami liter.

Glownym ich wyrdéznikiem w brajlowskiej notacji jest punkt (4) dodany przed tacinska lite-

n.n

ra, z ktorej powstaty. I tak np. stylizowane "p" zapisujemy: :° 3*, a ozdobne "R" zapisu-

jemy: i T 3.

Przekreslenie czarnodrukowego symbolu w brajlowskiej notacji oznaczane jest zna-

kiem (3,5):

.+ 23 stojacym przed nim. Np. przekreslone stylizowane "e" zapisujemy:

;¢ :* % 1 czytamy: element nie nalezy do zbioru, nie jest elementem zbioru. Przekreslone

stylizowane "o" jest oznaczeniem zbioru pustego 1 w notacji brajlowskiej zapisujemy go:

Zbior liczb rzeczywistych oznaczamy: ‘. ‘I $s , natomiast prostg rzeczywistg jako
przestrzen, na ktérej =zostala okreSlona funkcja, zapisuje si¢ czeSciej, jako:

.. eo@
.
.o @-

Przyktad:

Liczba zespolona z :; I3 ma postac:
z=x+y-iee et T Ly
gdzie i jest jednostka urojona:

R R TR ST T B E P S P SRt SR T
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Pierwsza z nich nazywamy cze$cig rzeczywistg 1 oznaczamy:
Xx=REZ)lubx=Rez e [0 Tl de

za$ drugg czes$cig urojong i 0znaczamy:

y=3()luby=Imz e 0 et ieti

Przyktad:

Angstrem jest jednostka dtugos$ci 1 wyraza si¢ wzorem:

A=10"m=0,lnm

co czytamy: jeden angsztrem jest réwny jednej dziesigciomiliardowej metra, albo jednej

dziesigte] nanometra.

Przyktad:

Zapis ‘s o0 :i T it te it it 1l ot czytamy: "a jest liczbg naturalng” lub: "a nalezy
do zbioru liczb naturalnych". Zapis ¢ o> 1 2 i %o 83 (8 ed el 300 e e
czytamy: "x nalezy do przedzialu domknigtego o konicach” ‘s o: (s es si 18 %0 11 o

Przedziaty domknigte sg oznaczane r6znymi nawiasami:

032 0 0138 st - nawias kwadratowy,

et el Ed il il e e e -nawias klamrowy,

.18 0108 i - inny zapis nawiasu klamrowego,
$5 00881018 4 el - nawias ostrokatny.

Zalezy to od inwencji autora.
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Przyktad:

Zapis s o0 1T eiTfediiteter 2t 100 czytamy: g nie nalezy do prze-
dzialu otwartego o koncach s ¢ 3 es i1 o0 300l :

Zapis ‘e ¢t i l0 0 et %e il it ee I czytamy: x nie nalezy do zbioru liczb rze-
czywistych.

Przed symbolem ¢ .+ :° %+ {(element) nie nalezy do (zbioru), nie jest elementem

(zbioru)} konieczne jest wolne miejsce, gdyz zapis:

e e e e .- nie jest jednoznaczny, moze przeciez oznaczal, 7€ a

-, "% jest liczbg naturalna, a nie, ze a*; °: nie nalezy do zbioru liczb naturalnych. Znak (3,5)
.+ rozumiany jako przekreslenie, zaprzeczenie, jest lewostronnie odpychajacy. Ten sam

znak rozumiany jako zaznaczajaca gwiazdeczka, jest lewostronnie przyciagajacy.

Przyktad:
Zapis X 3a s ¢

SR ST .. oznacza, ze zbior X ie ¢ 7 o1

posiada element a s : :; T o) o

Inne zastosowanie symbolu 3 ‘s ¢* 32 i¢ ‘. ' jest nastepujace:

Niech fiR—> R:e et (087 00 (T 2000 el 17 20 -, . bedzie funkcjg. Zdanie to mozemy

zapisac€ inaczej:

Rox— flx)ss 0t s maet g

Przyktad:

Zbidr, ktory nie zawiera zadnego elementu nazywamy zbiorem pustym i oznaczamy:

@ . .+ . Innym oznaczeniem zbioru pustego jest: ;e

12 s, jednak jest ono typowe wylacz-

nie dla stosowanej wczesniej notacji w Polsce. W notacji Ephesera takie oznaczenie juz nie

istnieje.
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Przyktad:

Wiadomo, ze dla kazdej liczby naturalnej neN, n>1.

Uzywajac symboli zdanie to zapisujemy nastepujaco:

Anx1
neN

Ogolnie zapis A ¢ (x)fé SSL L laesilIviiar ssteilit L. czytamy:

2y P

"dla kazdego x nalezacego do zbioru X, zachodzi: @ (x) e 8

Przyktad:

2
Zapis V ¥ il SES Soel il T e iTgesn tittitel e le oo czytamy:

e : : : ol :

"istnieje liczba rzeczywista x taka, ze x do kwadratu rowne jest jeden".

Ogolnie zapis: ‘s o 8 o0 o1 21 1% %o 1727 e 3T 87T 8 . czytamy: "istnieje X naleza-

L] - 0o - 00 - - e

ce do zbioru X takie, ze zachodzi ‘s ¢ ‘s 87 lefs 1Tl

Przyktad:

Dla kazdej liczby naturalnej, istnieje liczba naturalna wigksza od niej. Symbolicznie

zapisujemy to nastepujaco:

A \/:m>n
neN meN

Przyktad:

Kwantyfikatory sg bardzo waznymi symbolami matematycznymi. Zastosowanie ich

pokazemy na przyktadzie definicji zbieznosci ciggu liczbowego.
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Niech (a,, )neN $iytrtileetioo ot it te it it % bedzie ciggiem liczb rzeczywistych. Ciag

ten jest zbiezny, jezeli zachodzi:

vi/\\//\(n>k:> <6‘)
acR  £>0 keN neN

nan

Powyzsza definicje zapisang symbolicznie czytamy: istnieje takie "a" nalezace do

"N", ze dla kazdego & wickszego od zera istnieje liczba naturalna "k" taka, ze dla kazdego

H " H "

nalezacego do "N", z tego, ze "n" jest wieksze od "k", wynika, ze warto$¢ bezwzgledna

n,n "n..n " H

a" z indeksem "n" minus "a" jest mniejsze od € .

Przyktad:
Funkcja [fiR—>Ris et i 3% 0173000 el 12 8 ;. i jest ciggta w punkcie

Xoieoi 2% te 1l ady:

AV IAI=x|[<I=|f(x)- f(x,) <&

xeR

e - 0@ -+ - @- e - - - . o0 - se .- - 60 -0 0. -0 0. -
o - ©- ©- -0 -@ e- ©o- -0 -0 00 e o- ‘e - e® - -
2% e Te ie i ee . .o .2 %0 0o o 0 00 .. .Y ‘e et e
.o ‘o -- o® S ee e . e e - .. oo e
> e . % L > e .o s . ‘e e 0o o. ..

B ] o 00 L X J . .. -0 00 - 0o o O - B I L X J .. - o
N ] N ] - 00 Oo- 00 -0 .. .. [ X ) . .. . [ ] L
e . e - e @ -+ -@ T ° ° )

-0 -0 .. -9 00 o - [ X ) N ] .. . .. . .. . [ ] [ ) e - - e o

W czarnym druku kwantyfikator egzystencjalny [26] 1 kwantyfikator generalny w
anglosaskiej typografii [29] sg bardzo podobne, a w notacji brajlowskiej
identyczne: (1,2,3,4,6), (2) - 3. ¢

Rowniez kwantyfikator generalny [27] jest bardzo podobny do kwantyfikatora
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egzystencjalnego w anglosaskiej typografii [28], a w brajlowskiej notacji matematycznej sg
identyczne: (1,2,3,4,6), (2,6) - ::+.. Moze to prowadzi¢ do nieporozumien. Oba typy
kwantyfikatoréw sg nadal stosowane w czarnym druku. Nalezy jednak w brajlu uzywac
kwantyfikatoréw z pozycji [26] 1 [29] tabeli 5. Gdy zostang uzyte kwantyfikatory z notacji

anglosaskiej, nalezy to zaznaczy¢ w brajlowskiej uwadze techniczne;.

11. Oznaczenia figur geometrycznych
11.1 Symbole geometryczne, ktore w czarnym druku poprzedzajgq odpowiadajace
im nazwy
Ponizsze oznaczenia sg poprzedzone brajlowskim znakiem (1,2,4,5,6) - @:.
Znak taki to specjalny klucz. Klucze sg charakterystyczne dla poszczeg6élnych grup ozna-

czen. Sa to specyficzne prefiksy utatwiajace rozpoznanie znakdw poprzez natychmiastowe

zidentyfikowanie ich przynaleznos$ci do okreslonej grupy.

[Tabela 6.1]

trojkat

srednica

okrag

kwadrat

prostokat

kat prosty

kat
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Przyktad:
Zastosowanie symboli z tabeli 6.1 pokazemy w przyktadach wzorow na obliczanie

pol figur geometrycznych:

1. Obwdd AABC 33 2 22 0 30 °% obliczamy ze wzoru:

ObW e = |AB+BC +C4

2. Obwdd okregu o $rednicy @ =2r 33 J«  ¢s 330 10 3. obliczamy ze wzoru:
obw, =2m

3. Obwdd kwadratu o boku @ *; ** obliczamy ze wzoru:

obwr=4-a

4. Pole prostokata o bokachaib : °: i ¢ obliczamy ze wzoru:

P[Iza-b



Obliczy¢ miarg kata CAB ss 7 2 % 0 &

Przyktad:
W okrag o S$rednicy ¢=4 32+ e 2% wpisano trojkat prostokatny AABC

83 o3 11 7031 ' oparty na $rednicy. Jezeli AABC 33 s3 1 °0 30 ' jest rOwnoramienny, to jego

pole wyraza si¢ wzorem:

PAABC:2°2:4

Nie wszystkie symbole z tabeli 6.1 sg spotykane w czarnym druku. Najczg$ciej uzy-

wa si¢ oznaczenia trojkata 33 ¢s oraz kata 33 +. . Natomiast symboli: kwadratu *¢ 32 1 pro-

stokata *s :3 wlasciwie si¢ nie spotyka. Oznaczenie kata prostego ¢ s. jest stosowane tyl-

ko w rysunkach.

11.2 Symbole geometryczne stojace w czarnym druku ponad odpowiadajacymi im

nazwami
[Tabela 6.2]
1. poziomy odcinek ss Teess
2. tuk oo
3. strzalka w prawo 0 leesids
4. strzatka w lewo 1l lese s

Notacja przedstawia wymienione w tabeli oznaczenia dla dwéch punktow "A" 1 "B".
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Przyktad:
\\Y AABC bOk AB " ;; et bok " ee 1 ’ ,: ma dhlgOSC6 cm : :o :: oo oo

L@ e e e e -+ @ °. 9

bok BC 3cm, fes 180T 20310 zad kat ABC = 60° %elltidicto

s i3 % o2 12 Obliczy¢ pole AABC 3 o3 <2 %0 30 '

Przyktad:

Dane sg dwa punkty na okregu 4,B:. *: ¢ il st 0 Narysowaé kat srodkowy opar-
ty natuku 4B :: %) i1 %0

Przyktad:

Wektorem nazywamy uporzadkowang par¢ punktow, z ktérych pierwszy nazywamy

poczatkiem, a drugi koncem wektora. Wektor o koncu w punkcie 4 1 koncu w punkcie B

—
. e-

oznaczamy: AB:l es ¢i 17 %30 Wektor mozna tez oznaczaé symbolem a I es e il

gdy nie ma potrzeby wskazywania jego poczatku i konca.

Dla kazdego wektora AB 2ee ol 1003 7achodzi:

AB+ AB=0

NajczeSciej zamiast AB % ‘e s0 22 %1 3 piszemy BA 1o e 130T
W wielu podrecznikach szkolnych wydanych brajlem wektor o poczatku w punkcie A4

i koncu w punkcie B, byt oznaczany ‘I ¢ ¢ I "0 ¢ zamiast ‘I ee o0 I %0 17 31 Podobnie

sum¢ wektorow oznacza si¢ zwyklym plusem s $2 zamiast znakiem pogrubionego plusa

Zapisy: 3 ¢3 (1T BT laltiia laatie onond

oznaczaj3, ze wszystkie litery sa duze. Znak duzej litery alfabetu tacinskiego stoi przed

pierwszg litera. Stosuje si¢ go, zgodnie z regutami, do nastgpnych liter.
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12. Zapis najczesciej spotykanych jednostek fizycznych

Brajlowskie oznaczenia zamieszczone w ponizszej tabeli poprzedzone sg kluczem
(1,2,4,5,6) %3 , ktory nazywamy mianem i jest on niecodzowny. O ile w wigkszosci dotych-
czas omowionych tabel sg oznaczenia pochodzace z notacji Ephesera, zarowno z roku 1986,
jak 1 z roku 1955, to w ponizszej tabeli jest wiele oznaczen wprowadzonych w rozszerzeniu
notacji z roku 2000.

Znak (1,2,4,5,6) *¢ zapowiada znaki geometryczne i pelne symbole wyrazowe przed-
stawione w notacji w tabelach 7 1 8. W stosunku do nich obowigzuja nast¢pujace zasady:

1. Symbole wyrazowe poprzedzone przez ten znak sa przeniesione z czarnego druku. W
pismie punktowym niedopuszczalne sg ich skroty literowe. Jednostki fizyczne trak-
towane sg jako tego rodzaju symbole. Mozliwy jest ich zapis bez znaku kluczowego,
jednak musi on by¢ zastosowany, gdy we wzorze sg rowniez jednostki innego rodza-
Ju.

2. Male litery tacinskie nie wymagaja oznaczenia alfabetu, w przeciwienstwie do
wszystkich innych liter. Oznaczenie alfabetu, umieszczone przed symbolem wyrazo-

wym, dotyczy wszystkich liter tego symbolu.

Przyktad:

ms — milisekunda

mA — miliamper

kHz — kiloherc

MVA — megawoltoamper

Réwniez ztozone dane fizyczne moga by¢ zapisywane w ten sposob.
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Przyktad:

ldyn=1g-cm-s~’

£, = 8,8542-101{ﬁ}
Vm

1 1
lgauss =1g2-cm 2 -5

3. Symbol wyrazowy ze znakiem kluczowym jest traktowany jako catos¢. Jest

obustronnie swobodny.

[Tabela 7.1]

1. amper R
2. angsztrem T

3. ar o

4. hektar R

5. atmosfera fizyczna st
6. atmosfera techniczna RN
7. bar RS

8. bel RS
9. decybel TSRS
10. becquerel oL
11. cal RN
12. curie I
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13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36. jednostka astronomiczna

37. jednostka masy atomowe;]
38.
39.
40.
41.

milicurie
mikrocurie
dioptria

dina

doba

dyna

dzul
elektronowolt
kiloelektronowolt
megaelektronowolt
farad

fon

funt

gallon
godzina

gram
kilogram
dekagram
miligram
gram sita
kilogram sita
henr

herc

kaloria
wat
kilowat

kilowatogodzina



. kon mechaniczny R
. kulomb RN

. kwintal L
Nitr GRS

. lumen RN

. luks T

. metr o

. centymetr R

. decymetr R

. kilometr L

. milimetr o

. mikrometr R
. metr kwadratowy e
. metr sze$cienny e
. mila geograficzna el
. mila morska YRS
. minuta S M
. niuton L
.om T

. parsek R

. pascal N T
. puaz RS

. rok $wietlny RTINS
. sekunda RN

. stoks N
. tesla L

. tona T

. tor GENETRL
. uncja CEIRTIN



71. wolt NS
72. weber IR I
73. wezel el

Oznaczenia zbudowane sg z symbolu literowego odpowiadajacego notacji czarno-
drukowej. W brajlu poprzedzone sa kluczem (1,2,4,5,6) *: . Jedyny wyjatek stanowi angsz-
trem:
koteczko na szczycie litery "A" - angsztrem,

(1,2,4,5,6), (1,2,3,5,6) - 3% &

Przyktad:

Do wody o masie 3 kg. ;3 *°

s o ¢ i temperaturze 25C 3+ e s ' T wrzucono

brytke lodu o temperaturze 0°C ;s +¢ ;3 1 °* Po stopieniu lodu temperatura wody w naczy-

niu wynosita: 10°C ;s *: «¢ ¢ :2 ** Oblicz mase brytki lodu.

Rozwigzanie:

Dane:

m, =3kg;

1, =25°C; T, =0°C;
T, =10°C

Szukane:

AT =7

Léd pobiera ciepto na stopienie. Powstata z lodu woda takze:
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Woda, do ktérej wrzucono 16d oddaje ciepto:
Qow :CW .ml .(]—; _TZ)
Korzystamy z bilansu cieplnego:
0,=0,
Qpl + pr = Qow
¢ mmy+c,-m, (Tz _To):cw -m (Tl _Tz)
428 oc. 3kg-(25°C -10°C)
kg
TN kJ
(340 + 4,2J°C -(10°C -0°C)
kg kg
m, = 0,495kJ-k—g
kJ
m, =~ 0,495kg
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Odpowiedz:

Brylka lodu miata mase okoto 0,495 kg ;& o3 ¢ ®5 o% %o 33 70 23

Przyktad:
O ile zmieni si¢ energia wewnetrzna uktadu hamulcowego podczas hamowania sa-

mochodu o masie m = 800 kg ‘e ¢* :) I?  es it e sttt o ! jadgcego z predko-

km

SCig v=T2—— ‘e el Il 8 ee s el i3It oele el Dl
a R
Rozwigzanie:
Dane:
m = 800kg
1/:72k—m v=20E
h S
Szukane:
AU =7
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Kosztem ubytku energii kinetycznej nast¢gpuje wzrost energii wewnetrznej uktadu hamul-

cowego:

AU =AE,; AU =2

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymujemy:
800kg ( m)
S

2
AU =160000 kg
AU =160000J
AU =160k]
Odpowiedz:
Energia wewngtrzna uktadu hamulcowego wzrosnie o 160 kJ ;3 °: % ¢8 83 -
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13. Przedrostki zwiekszajace i zmniejszajace jednostki

Réwniez w tym przypadku przed brajlowskimi oznaczeniami jest niezbedny klucz
(1,2,4,5,6) - *: . W tabeli zamieszczone sg przedrostki, ich brajlowskie odpowiedniki i
wielkosci, o ktore zwiekszaja, wzglednie zmniejszaja, jednostki fizyczne. Wielkosci te wy-

razone sg w postaci poteg liczby 10.

[Tabela 7.2]

1. hexa e el sl ie
2. penta ettt R BT
3. tera e el R LT
4. giga et RS
5. mega RS L oL
6. kilo R e G
7. hekto i3 tedily TR
8. decy R AEE T A RS
9. centy SR TISR R T
10. mili grnagnan B
11. mikro ;3 %8 .20 8% el
12. nano R L RS
13. piko R EER LB RN SRR
14, femto ;3 To e .l ilid % RN
15. atto RNt AR ERIRT
Przyktad:
kg - kilogram IR
ub - mikrobar RIS
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MV - megawolt SR
kQ - kiloohm e
Ma - miliamper e
uW - mikrowat CEEFIIENRY

14. Symbole wyrazowe przeniesione do systemu brajla z systemu

czarnodrukowego w niezmienionej postaci

Brajlowskie oznaczenie symboli poprzedzone sg kluczem (1,2,4,5,6) *:

[Tabela 8]
1. wyznacznik g0 Te gt
2. skofczony g et el
3. wymiar s et
4. jadro SRR
5. kres dolny et e
6. kres gorny L
7. homomorfizm RIS
8. prawdopodobienstwo oL
9. stopien ERCTRT
10. amplituda RN
11. sinus amplitudy RNt
12. cosinus amplitudy R
13. delta amplitudy I
14. sinus calkowy st el
15. cosinus catkowy RS
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16. logarytm catkowy

17. catka wyktadnicza

18. najwigkszy wspolny podzielnik

Przyktad:

Rozwigza¢ uktad rownan metodg wyznacznikdéw:

Sx+4y=-2
Ox +4y=6

<. ‘o @ .- e@ <. -0 0@ - - @@ B I ) -
o o ‘o @ .. .- e -0 -0 -- -0 e - - -0 O- <. 1
. . [ X ] . -0 00 e - [ X ] .. -0 00 o0 00 o0 .. o o
o O - -9 O - .. .. [ X ] e J e J N J [ X ] -9 O -

.. (X} .. -9 00 o - [ X ] .. e oo o0 oo e o
Rozwigzanie:

Obliczamy kolejno: wyznacznik gtéwny uktadu rownan:

Nastepnie wyznaczniki dla zmiennych:
-2 4

W_=det =-2-4-4.6=-32,
6 4
5 =2

Wyzdet9 6 =5-6—-(-2-9)=48
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Skad otrzymujemy:
x=-32/(-16)=2
y=48/(- 16) =-3
Przyktad:
Kres gorny, dolny zbioru Z ::I: oznaczamy odpowiednio: sup Z, inf Z

Niech (,),.y #6800 T3 E BTN 1 bedzie dowolnym cia-

giem liczb rzeczywistych skonczonych lub nieskonczonych. Stosujemy nastepujace skroco-

ne oznaczenie:

supa, =sup, a, = sup{an n= 1,2,...}

Przyktad:

Prawdopodobienstwo zdarzenia E . *s moze przybiera¢ warto$ci z przedziatu:

[0,1]8: i3 #2500 (&7 st to znaczy:

0<Pr(E)<1 osiided alassd

Prawdopodobienstwo  iloczynu  dwoch  zdarzen  zaleznych  E;:0 ®e ®) ' i

o @ @ .- . .
E,:% % ' ¢ wyraza si¢ wzorem:
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Pr(E)-(E,)=Pr(E,)-Pr(E, | E,)=Pr(E,)-Pr(E,)-Pr(E, | E,)

Przyktad:

Pojecie najwickszego wspolnego podzielnika jest bardzo czesto wykorzystywane w
matematyce, np. do skracania utamkdéw. Najwigkszym wspolnym podzielnikiem liczb 18 i
12 jest liczba 6. Za pomocg wzoru zapisujemy to nast¢pujaco:

ged (18, 12) =6 e e s e P10 80 (2 % 2ot (27000 80 0

15. Skrotowe symbole wyrazowe poprzedzone brajlowskim znakiem liczby

(3949596) = oE

Szczegolnie czesto uzywane symbole wyrazowe nie sg wiernie przenoszone z czar-
nego druku, lecz sg dodatkowo skracane. Zaczynajg si¢ one kluczami (3,4,5,6) ;¢ lub
(1,2,4,6) +: , po ktorych nast¢puje pojedyncza litera kluczowa, czasem wzbogacona o do-
datkowgq litere. Symbole takie sg traktowane jako calo$¢. Sg one obustronnie swobodne i nie

uniewazniajg dziatania ostatniego oznaczenia liter.

[Tabela 9]
1. stala RN e R
2. granica et RS
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3. granicadolna %335 T 1%t SRR
4. granica gérna 3% & et I Il E RS
5. minimum e R
6. maksimum R R
7. modut sttt RRs
8. modulo e RIS
9. radialny et RS
10. signum RIS R
Przyktad:
lIm—=0:¢ e ;380 28 Teeer 888 (80370 ap2ed o taki zapis czytamy:

n—»0 n
"granicg ciggu jeden przez n przy n dazacym do nieskonczonosci jest 0".

Mozna to zapisa¢ nieco dtuzej, analogicznie jak w czarnym druku:

Przyktad:
((—l)n)ne/v el ettt et ettt L L nie posiada granicy, ale ma
granice dolng 1 gorng rowne odpowiednio:
liminf(-1)" = -1
limsup(—1)' =1
Granice te mozna rOwniez zapisac:
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sowac zapisy skrocone: ;s $: , .3 80 o7 i3 8t s

W tabeli 17 sg podane jeszcze inne oznaczenia granicy dolnej :$ ¢ ‘s s¢ 1 granicy gornej
Przyktad:

Zapis te er (323808l 3feer 2l a3t 0 czytamy: "minimum
zliczb 3, 5, 1 jest liczbg 1".

Maksimum oznaczamy symbolem ;¢ :: . Latwo sprawdzi¢, ze

max{xeR:x2 Sl}zl

Jesli zapomnieliSmy brajlowskich skrotowych symboli, to mozna uzy¢ oznaczen

czarnodrukowych poprzedzonych kluczem ¢ .

Przyktad:
Dzielenie modulo k,keN e ot i 2iel 1l 202 % 00020 1ol jest dziataniem,

ktoérego wynikiem jest reszta z dzielenian . k, ne Z

Np.:

S5mod3=2,10mod3 =1,
2Imod6=3,11mod6 =5.
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Przyktad:

Signum przyporzadkowuje wyrazeniu jego znak, czyli:

—1 dlax<0
sgnx=< 0 dlax=0
1 dlax>0

16. Skrotowe symbole wyrazowe poprzedzone brajlowskim kluczem

(1,2,4,6) ¢
16.1 Funkcja wykladnicza, logarytmy

[Tabela 10.1]

1. funkcja wyktadnicza Do
2. logarytm CHE S
3. logarytm naturalny ol
4. logarytm podwojny SETES
5. antylogarytm e
6. cologarytm TS
7. numer CHt
8. argument 3

Podstawe a logarytmu zapisujemy jako przedni gorny przedrostek:



Pee 378 2t W logarytmach dziesietnych pomijamy podstawe:

nymi cyframi: log,x ;@ e

lgx.o P

;21 gdzie e jest podstawg logarytmow naturalnych oznacza

Wyrazenie e*:; %o
wyktadnik). W brajlowskiej notacji ma-

sig:expx ‘e Il 8% 11 11 (od lacinskiego exponens -
D8t il oznaczamy eD fe il Il

tematycznej ‘s 1] 7 1. ol

Przyktad:
Logarytmem liczby dodatniej x przy danej podstawie a > 0,a # 1
el T leengpet e T ese 8t 0 nazywamy wyktadnik potegi b, do

ktorej trzeba podnie$¢ podstawe a. Piszemy:

b=log, x, jezeli a’ = x

Jedng z podstawowych wtasnosci logarytmow jest:

log x" =n-log_ x

SELIES albo jeszcze kro-

e - -
. ...,

Logarytm przy podstawie 10, zapisujemy krotko: 1g 3 ¢

Cej . . ..
Podstawe logarytmu w notacji brajlowskiej zapisujemy jako przedni gbérny przedro-

stek, chociaz w zapisie czarnodrukowym znajduje si¢ ona w miejscu tylnego dolnego in-

deksu.
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Przyktad:
Logarytm przy podstawie e oznaczamy Inx . 3. 3° 2 lub 32 3 3 % i nazywamy lo-

garytmem naturalnym z x.

Przyktad:
Liczba y, ktorej logarytm dziesig¢tny jest rtOwny x, nazywa si¢ antylogarytmem.

Piszemy: antilogx =y, jezelilogy =x

albo dtuzej, odwzorowujac zapis czarnodrukowy:

16.2 Funkcje trygonometryczne i ich odwrotnosci

[Tabela 10.2]

1. arcus R
2. sinus sl
3. cosinus s
4. tangens L
5. cotangens R
6. secans IS
7. cosecans DN
8. arcus sinus et
9. arcus cosinus e
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10. arcus tangens ERT
11. arcus cotangens el
12. arcus secans A H
13. arcus cosecans B HEH

Przyktad:

Niech bedzie dany trojkat AABC 33 es :2 °: 0 ' odzie kat C réwna sie¢ 90°

tel il amiset et s Woweczas:

sind=alc

cosd=>b/c

l

sinB=b/c

cosB=alc

gdzie: 4 % *' jest katem lezgcym na przeciw boku a :; °* ;¢ I s0 i B katem lezagcym
na przeciw boku b, s D 2" C katem lezacym na przeciw boku ¢
1"t ¢ natomiast q, b, ¢

Tty en tigioenie e 1T ie 0T e g9 dhugoSciami bokow trojkata.

Przyktad:

Jest wiele wzorow na obliczanie pola trojkata. Jeden z nich ma nastgpujacg postac:
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Przyktad:

Znajac wartosci funkcji sinus 1 cosinus w punktach a 1 b, mozna poda¢ wartos¢ funk-

cji sinus w punkcie a+b :; °: ¢ ¢° Zachodzi rownos$¢:

sin(a +b)=sina-cosb +cosa-sinb

Przyktad:

Dla zilustrowania zapisu funkcji trygonometrycznych podanych zostanie kilka wzo-

row:

sina+cos’ o =1,

sin o

tana = ,
cosa

1
ctgo =—,
tga
sin2o = 2sino.coso,
sin(ou +B) = sin o.cos B + cos asin B
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Przyktad:

Dla dowolnego trojkata AABC 33 +s % ** 32 *? zachodzi rownos¢:

a’ =b*+c* —2bccos 4

gdzie kat A 53«2 % * lezy na przeciwko boku a :; °: .

Zamiast takiej symboliki mozna uzywaé zapisu zgodnego z zapisem czarnodruko-
wym, z kluczem 32 . Nie jest on zalecany.
Funkcje trygonometryczne w podrecznikach czarnodrukowych sg zapisywane

zwyklym drukiem.

Przyktad:

Funkcje cyklometryczne sg to funkcje odwrotne wzgledem funkcji trygonometrycz-

nych. Piszemy:

y =arcsinx < x =sin y

funkcje po lewej stronie rOownowazno$ci nazywamy arcus sinus:

Y =arccosx < X =Cos y

funkcje po lewej stronie rownowazno$ci nazywamy arcus cosinus.

Analogicznie okre§lamy arcus tangens, ktory oznaczamy $: «: s¢ i arcus cotangens,

ktory oznaczamy s: ¢ 33 .
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17. Symbole arbitralne poprzedzone kluczem (1,2,3,4,6) 3:

Tabela zawiera znaki, ktoére nie sg ani symbolami wyrazowymi, ani obrazowym
przedstawieniem obiektow geometrycznych. Uzywany jest dla ponizszych symboli znak
kluczowy (1,2,3,4,6) :: , po ktorym nastepuje odpowiednia litera lub oznaczenie brajlow-
skie. Symbole te sg obustronnie swobodne. Nie uniewazniaja dziatania oznaczenia litery.

Lista symboli arbitralnych moze by¢ wydtuzana w miarg potrzeb.

[Tabela 11]

1. laplasjan LI IR
2. nabla L

3. dalambercjan R

4. alef S

5. zbidr pusty Y

6. (zbior) posiada element .

7. kwantyfikator generalny 3N

8. kwantyfikator generalny (anglosaski) S

9. kwantyfikator egzystencjalny HS

10. kwantyfikator egzystencjalny (anglosaski) 3 el

11. suma zbiorow R

12. powiekszona suma zbiorow o
13. suma zbioréw z plusem ol
14. powigkszona suma zbioré6w z plusem e
15. iloczyn zbiorow .

16. powiekszony iloczyn zbioréw e
17. suma Y

18. iloczyn, produkt I

19. kres gorny, suma zbiorow e
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20. kres dolny, iloczyn zbiorow SR
21. nadanie nazwy formule R
22. brajlowska uwaga techniczna HEH

Dla unikniecia dwuznacznos$ci w przypadku znakow: ‘¢ ¢° 1 ¢ ¢

* mogacych oznaczaé
zarOwno greckie litery, jak sume 1 produkt, wprowadzono przedstawione tu odrebne braj-

lowskie oznaczenia dla sumy i produktu: s; % i3; ¢ .

Przyktad:

Alefem nazywamy moc zbioru dobrze uporzadkowanego. Przez alef =zero

Noss ® % i oznaczamy  moc  zbioru  przeliczalnego.  Bezpo$rednio  po
Nofi T % i nastepuje N, 37110

Przyktad:

Niech beda dane dwa zbiory 4:; *: i B - *: . Latwo zauwazy¢, ze zachodzi:

ANBc Ac AUB _
ANBCBc AUB :
Przyktad:
Dla dowolnych zbioréow A4:: ** , B ‘1 ¢ zachodzi:
AcB< NaeB
acA
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Przyktad:

Dla dowolnych zbiorow 4:: * , B:: +: zachodzi:

Ac AUB,
Ac B AUB=B

Przyktad:

Dla dowolnych zbioréow A4 ** , B:: 3 zachodzi:

ANB=BnNA4,
ONA=0D.

n
v=l
-® -® -- 00 o o - - [ X ] [ ) o - e - -
o o ‘o ®- @ -0 -0O ° P .o .. e o -- @
-0 O - R I ) [ ) [ ] L -0 o -0 [ ] N ]
o -0 0 c 00 [ . e o -9 00 o - [ ] [ ] L X J
-0 O - o -0 LX) [ ) .. o -0 e -0 [ )
-0 O - e -0 o e oo - O N [ ] [ ] [ ] . [ )
o -0 o . -9 00 o - [ ) [ ] [ X ] .
‘o o- ° Y ) o -0 .
-0 O - e - [ ] o - N ] [ ] e o e o

Pierwszy zapis jest propozycja Ephesera. Natomiast drugi jest wiernym odwzorowa-
niem zapisu czarnodrukowego, za$ trzeci jego skrocong wersja. Nam bardziej odpowiada

zapis drugi lub trzeci.
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18. Operacje i relacje

W brajlowskiej notacji matematycznej tabele 12.1 1 12.2 zawieraja brajlowskie ozna-
czenia odpowiadajgce czarnodrukowym symbolom operacji 1 relacji. Niektére z tych sym-
boli uzywane s3 w wielu znaczeniach. Nie wszystkie z nich mogly zosta¢ tu wyliczone. W
wyborze symbolu brajlowskiego nalezy kierowa¢ si¢ symbolem czarnodrukowym.

Niektére znaki czarnodrukowe z tabeli 12.2 sktadajg si¢ z prostszych elementow,
umieszczonych jeden nad drugim. W zapisie brajlowskim element wyzszy umieszczamy

przed nizszym. Oto kilka przyktadowych znakow:

nie jest rowny (3,5), (2,3,5,6): 22 ¢ 32
nie przystaje (3,5), (2,3,5,6), (2,3,5,6): 3 i+ 25 22
mniejsze lub rowne (2,4,6), (2,3,5,6): 2 ¢ 22
Przekreslenie oznaczane w czarnym druku poprzeczng kreska to zaprzeczenie. W
brajlu oznaczamy go poprzez umieszczenie na poczatku symbolu znaku (3,5) ;e
W literaturze matematycznej mozna znalez¢ r6zne warianty symboli operacji 1 relacji,
ktore powstaja poprzez umieszczenie nad nimi kropki, poprzez stylizacje lub modyfikacje.

W tych przypadkach zaleca si¢ stosowanie konstrukcji znakowych takich, jak:

1. oznaczenie rOwnosci z przecinkiem na gorze,
sz., 0., (2)9 (2939596)9 SZ - 33 . :: 4

2. oznaczenie rownosci z kropka na gorze,
52.,0.,(2,3,5,6),3),sz-3¢ a2 .t

3. znak plusa z przecinkiem nad nim,

$z.,0.,(2),(2,3,5),sz-33 ¢ 2032
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4. znak plusa z przecinkiem na gorze,

$z.,0.,(2,3,5), (2),sz-33 3¢ 3

5. znak plusa z kropka na gorze,

SZ.,0.,(2,3,5), (3), sz - 38 &s i3t

Takie oznaczenia wymagaja wyjasnienia, na przyklad w brajlowskiej uwadze tech-
nicznej, albo w tresci odnosnika.

Znaki zakonczenia utamka 1 silni:

(5.6)-32 2 i
(172’496) - EE . EE

sa prawostronnie odpychajace. Przed znakami operacji 1 relacji nalezy, ze wzgledu na sga-
siednie znaki, wypetni¢ miejsca puste punktem 4, ktory stosowany jest jako "wypetniacz

luk"

18.1 Znaki operacji

[Tabela 12.1]

I plus B
2. pogrubiony plus $ e
3. minus I+
4. pogrubiony minus e i
5. plus minus 8 s Il
6. minus plus 2 e
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7. centralna kropka

8. pogrubiona centralna kropka

9. krzyzyk

10.
1.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.

pogrubiony krzyzyk

powigkszony krzyzyk

dwukropek (dzielenie)

dwukropek z minusem (dzielenie)

kotko

pogrubione kotko

kotko z kropka w srodku

powigkszone kotko z kropka w srodku
kotko z plusem w $rodku

powiekszone kotko z plusem w srodku
kotko z minusem w srodku
powiekszone kotko z minusem w srodku
koétko z krzyzykiem w srodku
powigkszone kotko z krzyzykiem w §rodku
koétko z uko$nikiem w srodku

kotko z gwiazdka w Srodku
powiekszone kotko z gwiazdka w §rodku
gwiazdka

pigcioramienna gwiazdka

kreska utamkowa

poczatek utamka

koniec utamka

silnia

logiczna alternatywa

logiczna koniunkcja

logiczna negacja



36. suma zbiorow oo oo

37. iloczyn zbiorow 3
38. réznica zbioréw $L
39. rbznica symetryczna zbiorow $S

Warto zwroci¢ uwage, ze powigkszenia i pogrubienia brajlowskich oznaczen powsta-
ja przez zapisanie dodatkowego znaku duzej litery (4,6) - ‘- .
W szczegdtowym omowieniu przedstawionych znakow, zawartym w rozdziale 21 w
czesci 1V, kazda pozycja sktada si¢ z trzech informacji:
— opisu ksztaltu czarnodrukowego symbolu,
— nazwy (jezeli istnieje),
— jego merytorycznego znaczenia.
Nazwa symbolu umieszczona jest w nawiasie kwadratowym, a znaczenie w nawiasie
klamrowym. Po nich nastepuje objasnienie oznaczenia brajlowskiego.
Umieszczenie punktu (5) :+ bezposrednio przed znakiem kreski utamkowej (1,2,5,6) -

*s podkresla pochylenie prostoliniowej kreski.

Przyktad:

Oblicz ponizsze wyrazenia wedlug wzoru:

a+9=32,
a=32-9,
a=23.
5+x=44,
19+x=192,
x—105=362,
725 —x =323,

1
3—+y=5,

5 y
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35—y =8,
z+12151,25 = 8537,50

Dla tatwiejszego odczytania duzych liczb mozna zastosowa¢ kropke grupujaca.

Woéweczas ostatnie wyrazenie przyjmie postac:

Przyktad:

Dhugos$¢ firanek trzeba zmierzy¢ przed zakupem, gdyz na etykiecie jest napisane:

dlugo$¢ 170cm 5% ;g 77 o8 o3 38 %7 1% ge (08 Te 3t e

Przyktad:
Oblicz:

5-133 =,
13-a =091,
12x =144,
c-24=264.
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Analogicznie jak w czarnym druku znak mnozenia mozemy poming¢, o ile nie pro-
wadzi to do nieporozumien. Jezeli w iloczynie pierwszym czynnikiem jest liczba, a drugim
litera, ktora w brajlu miesci si¢ w czterech gornych punktach, to musimy mi¢dzy nimi po-

stawi¢ znak mnozenia.

Przyktad:

Dwukropek ¢+ 3¢ jest rOwniez w czarnym druku symbolem zwyklego dzielenia.

Np.:12:4=3 e 308 o

Dzielenie zapisywane jest wiec na wiele sposobow. Pokazemy to na przyktadach:

30:2=15,
156 : 4 =39,

100 :30= 31,
3

Przyktad:
Dla dowolnych wektorow AB Tee el DTS BC Pee el 1700 7achodzi:

AB+A4B=0,

AB=—BA,
AB+BC=AC.
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Przyktad:
Niechxle,...,xn LIRSS T FRS SR I S el el JSIREERt IRt . el

LY =Yy, 00 0 ttiatioe  Lianaien wlies L. beda dowolnymi

wektorami przestrzeni R" te ¢ 17 2 30 10001
Liczbe rzeczywista ) X, ),
i=1
et o T ettt o nazywamy iloczynem ska-
larnym wektoréw x e et I ii T tliioptest T iite il oznaczamy symbolem

X®piee 0l i Zapisujemy to nastgpujgco:

xeyi= Dy,
i=1

gdzie symbol ¢« 2 0znacza "rowne z definicji."

Przyktad:

Kolejnym rodzajem iloczynu jest iloczyn kartezjanski.

Iloczyn kartezjanski zbiorow Xi Y :: -1 %% jest zbiorem wszystkich par (x, y)

.o s takich,ze xe X 1 yeY

e el T IT T ITTT o llltet  leelilteit it tell it Symbolicznie zapisujemy to tak:

XXY:{(x,y):xeX,er}
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[loczyn kartezjanski zapisujemy rowniez XXY : . Zapis ten nie jest

jednak czgsto uzywany. Z kolei symbol iloczynu karteZJanskiego jest podobny do iloczynu

wektorowego: . . ¢ . Nalezy uwazac, by ich nie mylic.

Przyktad:

Dwukropek w brajlowskiej notacji przedstawiany jest jako dwa punkty, podobnie jak
jego odpowiednik w tekscie zwyklym: ¢s ¢2 . W brajlu sg dwa punkty obok siebie, a w
czarnym druku jeden nad drugim. Takie oznaczenie byto stosowane jako symbol dzielenia.

Np.oieet 80080 e

Jednak nalezy w brajlu uzywac innego oznaczenia operacji dzielenia: ¢; . Czarnodru-
kowe oznaczenie dzielenia w postaci dwukropka z minusem (minus wraz z dwiema syme-

trycznymi kropkami umieszczonymi na osi symetrii don prostopadtej): ¢3 :; st jest rzadko

spotykany.
Przyktad:
Zapis: h(x)zg o f(x)=g(f(x))
PRLELNG muE o @R pEurinEd o cyamy

"funkcja h jest superpozycja (ztozeniem) funkcji fig".

Przyktad:
Niech wektory X,y € R’ x= (xl,xz,x3) y= (J’laJ’sz’a)

[loczyn skalarny tych wektorow obliczamy nastepujaco:

Xey=Xx,y +X,, +X;);

86



Przyktad:
Silnia ! ¢ wyraza si¢ wzorem:
Przeanalizu;j:

Przyktad:

Silnia ! 3] jest czesto uzywang operacja.

n
Dwumian Newtona ( ) $ 0l i feee il 3 wyraza sie wzorem:

k
ny n!
k)" (n—k)k!

Przyktad:

Mowimy, ze x :; .. nalezy do sumy zbiorow A ‘: *:

i B:: % wtedy i tylko wtedy, gdy

x ' linalezydo A ' lubx ) i nalezy do B: ¢ i zapisujemy:

(xeAuB)@(xeAvxeB)
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Przyktad:

Rozwigzmy prosta nierownos¢ modutowa:

|x|<1c>x<1/\x>—1

Przyktad:
Zapis ‘e eise les il T toittiie Il czytamy: "nieprawda, Zze a nalezy do

zbioru A". Prawa de Morgan'a wyrazajg si¢ wzorami:

~(xeAUB)& ~xcAr—xeB

Przyktad:

Roéznice zbiorow 4 1 °* 1 B % 3 okreslamy nastepujgco:

(xe(A\B))@xeAAxeéB

1 czytamy: "x nalezy do r6znicy zbioréw 4 i B, wtedy 1 tylko wtedy, gdy x nalezy do zbioru

A 1 x nie nalezy do zbioru B".

Przyktad:

Roéznica symetryczna AAB s s: -

Dttt igbiorow AL, Bl

okreslona jest nastepujaco:
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W wersji brajlowskiej zapis utamka zaczyna si¢ od znaku poczatku licznika, (ktéry jest
oznaczeniem poczatku utamka) 1 jego tresci, po ktdrej nastepuje znak kreski utamkowej,
mianownik 1 znak konca utamka, ktory jest z kolei oznaczeniem konca mianownika. Obo-
wigzuja tu nastgpujace zasady:

1. przed licznikiem stoi znak rozpoczecia utamka (2,3) - 22 3 32 . Z lewej jego strony
musi pozosta¢ puste miejsce, gdy nie koliduje to z prawostronnym przycigganiem
znaku poprzedzajacego utamek - jest lewostronnie odpychajacy i1 prawostronnie
przyciagajacy.

2. kreska utamkowa (1,2,5,6) *: moze sta¢ pomigdzy pustymi miejscami, gdyz jest
obustronnie swobodna.

3. za mianownikiem stoi znak konca utamka (5,6) 32 '3 32 . Z jego prawe]
strony musi pozosta¢ puste miejsce, gdy nie koliduje to z lewostronnym przycigga-
niem znaku nastepujacego po ulamku — jest lewostronnie przyciggajacy 1 prawo-
stronnie odpychajacy.

4. w omawianym tu zapisie, wewnatrz licznika i mianownika, mozna zostawia¢ puste

miejsca.

Istniejg nastepujace skrotowe mozliwosci:

a. Mozna zapisa¢ mianownik bezposrednio za kreska utamkowa, bez pustego miejsca.
Oznaczenie konca utamka jest wowczas zbedne, poniewaz pierwsze puste miejsce
konczy mianownik. W jego wnetrzu odstepy wypetlniamy wtedy czwartym punktem.

b. Z licznikiem mozna postgpowac podobnie, jednakze przednie ograniczenie utamka

moze by¢ opuszczone tylko wtedy, gdy jest on krotki, a jego poczatek tatwo rozpo-
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znawalny. Nie moze brakowa¢ ograniczenia, gdy np. licznik rozpoczyna si¢ od znaku

operacji:

Opisane powyzej sposoby zapisu powinno si¢ stosowac¢ jedynie wtedy, gdy w liczni-
ku lub mianowniku nie ma innych utamkdéw poza zwyktymi.
. Mianownik bedacy liczbg moze by¢ zapisany cyframi obnizonymi i umieszczony bez

znaku liczbowego, bezposrednio za kreskg utamkowa.

. Gdy licznik jest liczba, kreske utamkowa mozna poming¢. Dochodzi si¢ woéwczas do
sposobu zapisu utamkow zwyktych z rozdziatu 2. Obie strony tych utamkéw musza

pozosta¢ wolne. Ich poczatek nie musi by¢ zaznaczony.

Przyktad:
Jezeli mamy podzieli¢ dwa wielomiany
3x° +4x+5
x> —5x+8
B S S LIt A St L IS B E
e liietetltt eeiste tliimajlepiej zapisaé to w postaci utamka pet-



3x° +4x+5

x*—5x+8

Jednak gdy wielomian kwadratowy chcemy podzieli¢ przez liczbe, to mozna

zastosowac zapis skrocony:

3x° +4x+5
3
Dopuszczalny tez jest zapis:
SHATHOETEETITEES RS L jednak ze wrgledu na mniejsz

czytelnos¢ nie jest zalecany w szkole.

Utlamki podwojne:
Ulamek gléwny nalezy zapisa¢ w formie pelnej, a wystepujacy w jego liczniku lub

mianowniku mniejszy utamek, zapisa¢ w sposob skrocony.

1+b
a+b 4
a—b l—é
a

oF
dy__ox
dx  OF°
dy
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n+m

Utamki tancuchowe:

W ich przypadku warto stosowac zapis pelny. Poczatek kazdego nowego utam-
ka sktadowego zaznacza si¢ znakiem poczatku utamka. Znak konca utamka, po-
przedzony szesciopunktem, oznacza koniec wigkszej liczby kresek utamkowych.

113
1 30

W analogiczny sposéb mozna, za pomocg symbolu poczatku utamka i1 nastepu-
jacego po nim szesciopunktu, oznaczy¢ wspolny poczatek wiekszej liczby uta-

mkow.
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W ten sposdb mozna zapisywac tzw. "rosngce utamki tancuchowe". Takie utamki
zapisujemy nie w kierunku wstepujacym, lecz zstepujacym.
Utamki wystepujace w indeksach, wykladnikach, w pierwiastkach 1 w poziomych

wigzaniach, s3 omowione w dalszej czesci poradnika.

18.2 Oznaczenia relacji

Podobnie jak w przypadku tabeli 12.1, ponizsza tabela zawiera oznaczenia zaprojek-
towane wczesnie] przez profesora Ephesera 1 wiele nowych, niezbednych w nowoczesnej
matematyce 1 komputerowym przygotowywaniu matematycznych dokumentéw. Sg wsrod
nich przerdzne strzalki, harpuny, kliny 1 oznaczenia relacji porzadku. Ostatnia pozycja za-
wiera propozycje oznaczania nowych znakdéw. Zaprojektowano specyficzny klucz dla tych

oznaczen (4,6) sz - -, s: , po ktorym moze nastapi¢ numer wprowadzanego oznaczenia, albo

trzyliterowy skrot jego nazwy.

[Tabela 12.2]

1. jest rowny $ i

2. nie jest rowny $ il
3. rowno$é wektorow IR
4. ré6wno$¢ asymptotyczna 0 LT
5. jest tozsamo$ciowo rOwny, przystaje e i
6. nie jest tozsamo$ciowo rowny, nie przystaje RO Tt
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10.

11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

28.

jest rowny z definicji
lub:
lub:
zamiennik
rOwnowazny, podobny, tego samego rzedu,
proporcjonalny do
nieréwnowazny, niepodobny, nie jest tego samego rzedu,
nieproporcjonalny
pionowy wezyk
w przyblizeniu jest rOwny
lub:
przystaje geometrycznie
nie przystaje geometrycznie
rzutowane na
mozliwe ze
odpowiada
proporcjonalny do
podzielny
niepodzielny
najwigkszy z
prostopadty do
prostopadto$¢ wektorow
rownolegly do
rownoleglo$¢ wektoréw
réwnolegly 1 rowny
strzatka w prawo
lub:
dluga strzatka w prawo

lub:



29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

strzatka w lewo
lub:

dluga strzatka w lewo
lub:

obustronna strzatka
lub:

dhuga obustronna strzatka
lub:

strzatka w gore

strzatka w dot

pionowa obustronna strzatka

rosngca strzatka w prawo
lub:

rosngca strzatka w lewo
lub:

malejaca strzatka w prawo
lub:

malejaca strzatka w lewo
lub:

strzalka w prawo z gérnym haczykiem
lub:

strzatka w prawo z dolnym haczykiem
lub:

strzatka w lewo z gornym haczykiem
lub:

strzatka w lewo z dolnym haczykiem
lub:

strzatka w prawo z pionowg kreskag

lub:



45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.
59.

strzatka w lewo z pionowg kreska
lub:
falista strzatka w prawo
lub:
falista strzatka w lewo
lub:
gbérny harpun w prawo
lub:
dolny harpun w prawo
lub:
gbérny harpun w lewo
lub:
dolny harpun w lewo
lub:
dwa harpuny naprzemienne
lub:
strzatka implikacji
lub:
dhuga strzatka implikacji
lub:
lustrzane odbicie strzatki implikacji
lub:
lustrzane odbicie dtugiej strzatki implikacji
lub:
strzatka implikacji w gore
strzatka implikacji w dot
strzatka rownowaznosci

lub:



60.

61.
62.

63.

64.

65.

66.
67.
68.

69.
70.
71.

72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.

dluga strzatka rownowaznosci
lub:

pionowa strzatka rownowaznosci

strzatka konsekwencji syntaktyczne;j
lub:

lustrzane odbicie strzatki konsekwencji syntaktycznej
lub:

strzalka konsekwencji semantycznej
lub:

lustrzane odbicie strzatki konsekwencji semantyczne;j
lub:

wigksze niz

nie wigksze niz

wigksze lub rowne
lub:

mniejsze niz

nie mniejsze niz

mniejsze lub rowne
lub:

duzo wigksze niz

duzo mniejsze niz

mniejsze albo wigksze

wieksze albo mniejsze

wieksze lub rowne albo mniejsze

mniejsze lub rowne albo wigksze

poprzedza

nie poprzedza

poprzedza lub wspotwystepuje

jest nastepnikiem
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82. nie jest nastepnikiem $ it
83. jest nastepnikiem lub wspotwystepuje 0 e
84. jest podzbiorem $ L d

85. jest podzbiorem lub catym zbiorem s

86. zawiera zbior e

87. zawiera zbior lub jest calym zbiorem TR T

88. nalezy do zbioru e

89. nie nalezy do zbioru R

90. klin w prawo e it

91. duzy klin w prawo e gl
92. podkreslony duzy klin w prawo ULt
93. klin w lewo 803 e il

94. duzy klin w lewo LR
95. podkreslony duzy klin w lewo RIS IC LIS
96. klin w gore s e it

97. duzy klin w gore e el
98. klin w dot e Tier

99. duzy klin w dét el
100. nowy znak oLt

Ponizszym symbolom, ktére nie byly do tej pory uzywane w brajlowskiej notacji na-

dano nastgpujace trzyliterowe skroty:

pionowa kreska - mid
muszka - bwt

kokardka - jin
usmiechnieta buzia - sml

smutna buzia - frw
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Przedstawione skroty zgodnie z powyzszg tabelg musi poprzedza¢ w oznaczeniu

klucz z pozycji 100.

1. pionowa kreska SRR
2. muszka SRIRIRINT
3. kokardka SR

4. u$miechnieta buzia SRRt
5. smutna buzia Ll e e

Kazde z tych oznaczen sktada si¢ z pieciu znakow. Druga propozycja przedstawiona
w tabeli jest nieco krétsza. Poza tymi dwiema metodami nie znaleziono jak dotad lepsze;.

Symbolom zamieszczonym w powyzszej przyktadowej liscie mozemy nadac alterna-

tywne oznaczenia liczbowe. Piszemy wtedy klucz (4,6), sz - &2 , a nastgpnie stosowny nu-

mer zapisany obnizonymi cyframi:

pionowa kreska

muszka

kokardka

usmiechnieta buzia

smutna buzia

Przyktad:
Funkcja okre§lona wzorem:

1 e

x_2 . le -. ‘e ee e .. ee ®

f(x)=

$ 20103801 jest okreslona dla

XER' . USRI

CoGixs2ee N paEdil

Inaczej mozemy zapisaé, ze funkcja £+ 1 10 8% 1 I’ jest okre$lona dla x € R\ {2}
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Przyktad:
W réwnolegloboku ABCD, ktorego przekatne przecinajg si¢ w punkcie O, mozemy

wskaza¢ nastepujace pary rownych wektorow:

AB = DC; BC = AD; A0 =0C, BO= 0D

Przyktad:
Zdania o ‘s *' 1 [': ¢ nazywamy rownowaznymi, jesli maja t¢ samg warto$¢ lo-

giczna, co zapisujemy: @ = s o 3t Tasee el Ll

Przyktad:

Niech 4 :] °: bedzie z definicji rowne zbiorowi szesciu liczb naturalnych:

A:={4,5,6,8,9,7}

albo: {4,5,6,8,9,7}=: 4

Przyktad:

Czesto operujemy warto$ciami przyblizonymi i tak np.:
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TR 3,1415,% ~ 0,33

Przyktad:
Pole powierzchni AABC 3% s ‘%
Obliczy¢ pole powierzchni A XYZ 33 o5 2 12 %8 2e jezeli: AABC = AXYZ

. y 2
jest rowne 2 cm

ertter 0T8T eladter DINIED Lo (jest podobny) woskali 1:2.

Przyktad:

Mowimy, ze liczba calkowita m# 0 ‘e o' Lo ss i3 et 1111 dzieli liczbe cal-

kowitg a:; °* jezeli istnieje taka liczba catkowita n :; ¢ , Ze:

‘o ®- )

i . e - ee e e .
MIR=a 2 1y 40 %% 118811 el
et

Fakt ten zapisujemy tak m | a :» ¢ -,

Jezelim |a s+ 00 g 0t i sim|biee 0 Ty s e e
tom|a+bies 000 Ty T Te s
imla—>biee 000 T it u s

Przyktad:

Liczba 12 nie jest podzielna przez 8, co zapisujemy symbolicznie tak:

8 [12 oo

Niech Pe N e ot (20 8% 30:0 2070 1l . bedzie zbiorem wszystkich naturalnych

liczb pierwszych, to:

neP< A kifn

keN\{n}
. .. .. ee ‘e 8- -® .o ee e . .. @@ - . 8 ‘e 8- -® -0 o8 S
‘e . .. Je 2% 7 o o 00 0. 0. ®. .. ol 2% 2% Tl et e i . e il e e il
P e et 1Y e P 60 .. 60 ‘e o 8. .. . e e e ‘e e ‘0l e ‘e e e .Y e e
DY Y ) . e® .. ..
N ‘e .7 e o %e Ll
B e .- -0 ‘o 0 -0 @-
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Przyktad:
W trapezie ABCD, AB 1 AD, AB=2cm, BC=6cm, AD =3 cm

Obliczy¢ pole powierzchni tego trapezu.
Dla dowolnych niezerowych wektoréw mamy:
AB 1 CD < ABe(CD =0

Przyktad:

Wyrazenie: funkcja f :; ° przeksztatca zbior X :: 1 w zbior Y

-1 I3 mozemy zapi-

sac:

JED S SRR SR TR B 1 TR HRFE IRt RERTI F

Analogiczng strzatkg oznacza si¢ zbieznos¢:

Jednak lepiej zbieznos¢ zapisywac tak:
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Przyktad:

1
Wyrazenie, ze 0 ;3 +* jest granicg ciggu (;) N
ne

ser e Lt iy Ll el s 1L zapisujemy:
lim—=20
n—0 n

Jednak lepiej zbieznos¢ zapisywac tak:

Przyktad:

Symbole 71 °¢ i¢ ¢: 1 N3 o. ¢° uzywane sg czesto dla okreslenia funkcji monotonicz-

nych, np. g(x) 77, x > bie e: IR eenddd e e 08 L
oznacza, ze funkcja g -} %% jest monotonicznie rosngca do nieskonczonos$ci przy x :; ::

dazacymdo b :; *: . Analogicznie f(x) ¥V, x > a

oznacza, ze funkcja - *° jest monotonicznie malejgca do zera przy x ‘; .. dagzagcym do

.. e

Podobnie oznacza si¢ zbiezno$¢ monotoniczng ciggow.

Przyktad:

Zamiast stow: Jesli ... to, uzywamy symbolu =33 «: zamiast stow Wtedy i tylko
wtedy gdy uzywamy symbolu < ¢ s3 ¢ . Zbior A4 ‘1 °° zawiera si¢ w zbiorze B . *: wte-
dy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x ;I  spelniony jest warunek:
jesli xe Aieer 200 % it i iito XEB e e T

Zapisujemy to symbolicznie tak:
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(ACB)@(A:xeA:xij

X
N ®- o o- ®- o ®- -@ e 4. .. @8- @@ -+ -+ ®® -- -® 00 - - -© @ - -
o o . .. ®- .. e- -@ ‘9 00 O O @ @ -+ . @@ o+ e e @ e e
.. 'Y ® - - o o Y . e .. ®® -+ ‘®© 060 -® -©® 00 -- -- 0@ -+ -+ @ ++ -@
. '.. .. B N J
LN J R i
o0 ... -0 L

W Polsce przyjeto si¢ stosowac tylko jeden symbol zawierania. Jesli jest potrzeba, to

dookresla si¢ stownie, czy zawieranie jest ostre, czy nie. Natomiast w notacji anglosaskiej

stosuje si¢ symbole zawierania ostrego i nieostrego.

Przyktad:
Niech f:; ** bedzie funkcja okreslong wzorem: f(x)=x" -1

Funkcje f°; ** mozna przedstawi¢ zamiennie w postaci iloczynowe;j:

f(x)=(x—1)'(x+1)

Symbolicznie zapisujemy to nastepujgco:
(x> =1)=(x—=1)-(x+1)
Przyktad:
Niech 4 ] * i > *» bedg podzbiorami przestrzeni wspotrzednych R’ DT ge e

okreslonymi nastgpujaco:

104



A={(x.y,z):x=y=2z}
H={(x,y,z):x+y+Z:1}

a H 7 % jest plaszczyzna przechodzaca przez trzy punkty: (1,0,0),(0,1,0)
oraz (0,0,1)+ #0338 i 3l gy

Prosta A4 % ' mozna zrzutowaé na plaszczyzn¢ H . %+ . Niech B oznacza rzut prostopa-
dty 4:2 % na H: % .

Symbolicznie zapisujemy to nastepujaco:

Przyktad:

Mozliwe, Ze istnieje taka liczba naturalna » -

wieksza od dwdch oraz istniejg ta-

kie liczby catkowite a, b, ¢ =} *: + 8° o: *% o 7e zachodzi rOwnos$¢:
a" bt =cte et e w iy

Symbolicznie zapisujemy to nastepujgco:

=[/\,n>2 A }:a”+b”=c”

neN a,b,ceZ
c- -+- -- .0 @ @0 - -:- @0 -0 0- ‘O -0 00 -- -- 00 e - -0 @- -
‘e - @0 - - 00 O- O -- ‘@ - ‘@ -- -° ‘@ @- -: -@ ‘o @ -0 @ - -
- -- 060 @0 00 0 - - -0 O - - -- -@® -© O -- -0 O- e .- o0 .- -0
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Ten krotko sformulowany problem byt postawiony przez Fermata trzysta lat temu.
Zostat rozwigzany dopiero w roku 1994. W literaturze znany jest jako wielkie twierdzenie

Fermata.

Przyktad:

Rozwigza¢ rownanie dwukwadratowe:

XUAxT=2=0 e el i ter ge ity s et
dokonujgc podstawienia z=x":¢ o' 1) 2e T e 2110 el Il otrzymujemy rOwnanie kwa-
dratowe:
Z24z=2=0 el lliila aeiile LGP el
Posiada ono dwa pierwiastki:
=-2,z,=lie e 0t it e iy it
Rozwigzaniu z,:¢ +: 3 72 °; ¢0 . .' odpowiadaja dwa pierwiastki urojone:

N2t Rt i, =20 Ty R

arozwigzaniu z,:¢ *: :; ;3 .8 . .. odpowiadaja dwa rzeczywiste pierwiastki:
=—Lox,=Llieer 000 ee it il i st

Ostatnie zdanie zapisujemy symbolicznie nastgpujaco:

LI E‘ .. oraz
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19. Separatory matematyczne

19.1 Nawiasy, ograniczniki i pionowe kreski. Oznaczenia wielolinijkowe

[Tabela 13.1]

1. nawias okragty R ISP L L
2. nawias kwadratowy IR SRR R
3. nawias klamrowy SIS SIS P Y
lub: T IS L R
4. nawias ostrokatny RTINS L I T
5. nawias rozwartokatny S L SIS LI
6. pionowa kreska St
lub: $#2
7. para pionowych kresek SRt SIS I
8. para podwojnych pionowych kresek R IR RS LRI
lub: ISR
9. wyznacznik macierzy w postaci rozpisanej SRS LI
10. norma macierzy dla postaci rozpisanej ~ :* '3 ‘383 1 il 33 i3 ls

lub: S TSI
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11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

nawiasy macierzowe dla postaci rozpisanej  * 33 10 1l a8 i3
klamra wiazaca LI I NS LIt
znak nowej linijki SRE

dolny lewy ogranicznik 0 e
gérmy lewy ogranicznik 0 Tt
dolny prawy ogranicznik IR I I
gorny prawy ogranicznik Tt i
uko$nik wstecz o

ukosnik o

symbol Newtona "n po k" R R

Przyktad:

Rozwigzmy uktad rownan:

4x+2y =1

3x—y

Rozwigzanie:

—45

Z drugiego rownania wyliczamy y -} I3 :

4x+2y=1
y=3x—-4,5
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1 podstawiajac do pierwszego réwnania otrzymujemy:

4x+2-3x—-4,5)=1
y=3x—-4,5, stgd :
x=11y=2x-4,5,

wiec x=11i y=-1,5

Ten uktad rownan zapisany z uzyciem klamry wigzacej wyglada nastgpujaco:

W przypadku nawiaséw klamrowych z trzeciej pozycji powyzszej tabeli, dla uniknig-
cia konfliktéw wprowadzono w brajlu drugie, alternatywne oznaczenie.

Pary podwdjnych kresek nie moga mie¢ po wewnetrznych stronach pustych miejsc.
Lewa strona przednich kresek jest zajgta przez punkt (4), a tylne kreski sg prawostronnie
odpychajace. Podwojng pionowa kreske reprezentuje rowniez znak szeSciopunktu, ktory w

brajlu wyglada jak dwie pionowe kreski.

Przyktad:

Permutacje (1,4,3,2) ¢ ¢0 8133 %0110 (Btiian ptTiial o 13Eidogbioru
(1,2,3,4) e o033t iier g8l 3t pthid i czasami zapisujemy

W postaci umieszczonej w nawiasie okraglym dwoch wierszy. W pierwszym wierszu pi-

szemy kolejno elementy: 1432 :3 % s ¢ 3 permutacii (1,4,3,2)
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a w drugim wierszu wymieniamy kolejno elementy zbioru: 1 2 3 4 (s * .38 .37
Tak wiec mamy:

1 4 3 2

1 2 3 4

K H N L Rt R R K IR ISR I TS SRS SRt UL SRR (1o}

Przyktad:

Symbol Newtona zapisujemy w postaci umieszczonej w nawiasie okragtym macierzy
o dwoch wierszach 1 jednej kolumnie. W pierwszym wierszu znajduje si¢ liczba n, a w dru-

gim liczba k. Tak wigc dla

p=50e el Dt i k=30 e 12 1 mamy:
n 5
k[ \3

Obliczmy ten dwumian Newtona:

10

5 5\ 5:4:3:2.1 54 20
(5-3)83 2:1-3-21 2 2

W czarnym druku wyznacznik macierzy kwadratowej w postaci rozpisanej oznacza

si¢ czasem poprzez umieszczenie po obu jej stronach pionowych kresek, obejmujacych jej

110



wiersze. Analogicznie oznacza si¢ norme¢ macierzy we wskazanej postaci. Zamiast poje-

dynczych pionowych kresek piszemy podwojne pionowe kreski.

Przyktad:

Wyznacznik macierzy:

Przyktad:
Norma macierzy:
lub:

Ogranicznikami macierzy mogg by¢ wszystkie symbole od 1 do 11 1 14 do 17 po-
wyzszej tabeli. W czarnym druku jeden z symboli umieszczamy bezposrednio z jej lewe]
strony, a drugi za nig. Do tych ogranicznikdw mozna dotaczy¢ sze$¢ rodzajoéw strzalek z
tablicy 12.2.

Sa to:

— strzatka w gore,
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— strzatka w dot,

— pionowa obustronna strzatka,

— strzatka implikacji skierowana w goreg,
— strzatka implikacji skierowana w doét,

— pionowa strzatka rownowaznosci.

Pary ogranicznikdw nie musza by¢ takie same. Lewy ogranicznik macierzy moze by¢

strzalkg w gorg, a prawy zamykajagcym nawiasem kwadratowym.

Przyktad:

Macierz ujeta w lewe 1 prawe ograniczniki:

Otwierajacy 1 zamykajacy nawias okragly dla macierzy przedstawionej w postaci
rozpisanej zazwyczaj nazywa si¢ nawiasami macierzowymi (czasami klamrami macierzo-
wymi).

Notacja przewiduje specjalne nawiasy stosowane w wyjatkowych sytuacjach. Po-
wstajg one poprzez dopisanie przed nawiasem otwierajacym i zamykajacym znaku liczbo-

wego:

Specjalne oznaczenia brajlowskie dla duzych nawiasdéw, separatorow matematycz-

nych, nie sg konieczne. Jesli chcemy odrozni¢ duze nawiasy okragte, kwadratowe, klamro-
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we, od ich mniejszych odpowiednikéw, nalezy po wewnetrznej stronie duzego nawiasu
umiesci¢ szesciopunkt.

W czarnym druku duzy otwierajacy nawias klamrowy, obejmujacy odpowiednia
liczbe linijek, nazywamy klamrg wigzaca (spinajaca). Jej oznaczenie w zapisie brajlowskim
umieszczamy we wszystkich linijkach wytacznie wtedy, gdy czarnodrukowe linijki miesz-
cza si¢ w linijkach brajlowskich. W innych przypadkach uzywamy jedynie klamry otwiera-
jacej na poczatku zapisu 1 zamykajacej na jego koncu. Klamra wigzaca jest zapisywana za
pomocg oznaczenia 12 z powyzszej tabeli:

(2,4,6), (2,5), (3) 2 +s i* oraz (6),(2,5),(1,3,5) :; s ¢, a stosuje si¢ jg tak, jak ponize;.

Przyktad:
Niech f:[0,1]—0.1]

el g e iret et el erengnites o 2T ar o0 bedzie funkceja ciggla.

Rozszerzmy funkcje f . * do ciagtej funkcji §: R —> R

ool i Mee il eeel T prZyjmujac:

f(0) jezelix <0
gx) = fix)jezeli 0 <x <1

f(1) jezelix > 1
Przyktad:

Skoro nawiasy sg najczesciej uzywanymi symbolami matematycznymi, przypomnij-
my o nich jeszcze raz. Stuza nie tylko do porzadkowania dziatan, ale rowniez do oznaczania

roznych matematycznych oznaczen. I tak na przyktad zapisujemy:
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.33 . . ss s - (nawias okragly) - argumenty funkcji, ciggi, otwarte przedziaty;

$e 88 . . 3e s - (nawias kwadratowy) - domknigte przedziaty, wspotrzedne wektora, in-
deksy;

soergigtiinpgtie e ubdg gl 8t - (nawias klamrowy) — zbiory;

el es 33 il iles tlee "o - (nawias klamrowy) — funkcje zdefiniowane kilkoma wzorami;
$e e 82 o 13 e et - (nawias ostrokatny) - operatory, przedzialy domknigte.

Jak wida¢, ustalenia te nie sg jednoznaczne. Zaleza w znacznej mierze od autorow.

Przyktad:
Niech x :;

.. bedzie dowolnym wektorem, to:

2
[ =xex

Czyli norma dowolnego wektora jest rowna pierwiastkowi kwadratowemu z iloczynu ska-

larnego tego wektora przez siebie.

Przyktad:

Czesto okresla si¢ funkcje kilkoma wzorami:

1

—dlax#0
f(xX)=1x

0 dlax=0
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Przyktad:

Niech A[0,1] ts ¢f 22 %0 32 3 o0 s i et 1l bedzie dowolnym podzbiorem

domknietego przedziatu [0,1]:s ¢ 83 18 e300 3% ed 1l
Funkcje: 4:[0,1] —[0,1]
eel i sesegriter iiel BTial eselgetes e 3ol 1. it okre$long wzo-
rem:

1 dlaxe 4
h(x) =

0dlaxe[0,1]\ 4
nazywamy funkcja charakterystyczng zbioru 4 : ®: i oznaczamy £, ‘s o3 ;8¢ %) 10 %0 o

Przyktad:

SINX .. .. . ees. oo .o

Funkcja f(x) = g0 8080 tt 1l jest okreslona dla

x#0i e 0

T Rozszerzmy ja do funkcji F :: ** okres$lonej na calej pro-

stej ktadac:

f(x)dlax=0

) :{1 dla x =0
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19.2 Umieszczanie jednej rzeczy nad druga

Czesto zdarza sie, ze nad symbolem matematycznym (ogdlniej - napisem) zachodzi

potrzeba umieszczenia innego symbolu lub jakiego$ napisu. Na przyktad, aby zaznaczy¢

symbolicznie, ze cigg zmiennych losowych (X )3;

¢ zbiega wzgledem praw-

dopodobienstwa do zmiennej losowej X mozna umiesci¢ nad dlugg strzatkg w prawo w wy-

«- I, . napisany antykwa skrot

razeniu: (X,)—> X i ¢ 2 e
"PR".

Innym prostym przyktadem takiej sytuacji jest umieszczenie nad znakiem réwnosci
napisu "def". Otrzymanemu w ten sposéb nowemu symbolowi mozemy nada¢ znaczenie:
"réwny z definicji". Oczywiscie nie musimy ogranicza¢ si¢ do umieszczania nad sobg tylko
dwoch obiektéw. Ogolnie, nalezy postawi¢ zagadnienie nastgpujgco: w jaki sposob zapisac

fakt, ze zostato umieszczonych kolejno jeden nad drugim » ‘; ¢ obiektow?

Oto og6lny schemat takiego zapisu. W tym celu niech 0,,0,,...,0,

D% % el il el % % el el Lol il U e .. '. '. :: Oznaczajq Obiekty, ktére moz-

na umieszcza¢ jeden nad drugim. Fakt ten mozemy zapisac:

0
0,
On

Zapis bazuje na oznaczeniu przej$cia do nastepnej linijki. Obiekt zostal zapisany w

specjalnym brajlowskim nawiasie dla jego odseparowania od sgsiednich oznaczen. Dla

dwoch takich obiektow: 0,0, ;e *i et et 11 % ® ol mozemy skorzystaé z propozycji

116



profesora Ephesera, by obiekty umieszczone jeden nad drugim zapisa¢ jako gorne przednie

indeksy:

Przyktad:

PR
(x,)>X
lub:
Przyktad:

def X
f(x) = [t dF (1)

0

lub:
gdzie f: ** jest funkcjg ciggla na przedziale
[0,1] 8 s8¢ ii o0 iiTista x il przebiega[0,1]8s 2 ¢% (ier 3T
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20. Technika projekcji

20.1 Pierwiastki i dodatki

[Tabela 14]

1. znak pierwiastka
wyktadnik

tylny dolny indeks
tylny gorny indeks

wnokh wn

przedni dolny indeks
lub:
6. przedni gorny indeks
lub:
7. znak pomocniczy dla dolnego indeksu
8. znak pomocniczy dla gornego indeksu
9. znak $cie$niania
10. oznaczenia obnizenia rzedu
lub:
lub:
11. oznaczenie ztozonej projekcji

12. oznaczenie projekcji szczegdtowe]

W notacji z roku 1955 oznaczenia:

(X ] (X ] (X ] o oo (X ] e oo (X ] o oo e o
(X ] e oo (X ] (X] (X ] e oo (X ] o oo [ X] L[
(X ] o0 O o0 o0 O o0 o0 O o0 e o0 5 oo e )

traktowane byly inacze;.
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Oznaczatly one:
— znak poziomu podstawowego (rzad zerowy),
— znak poziomu pierwszego,
— znak poziomu drugiego,
— znak poziomu trzeciego,

— znak zakofczenia poziomu, czyli zmniejszenia poziomu.

Jest to gléwna modyfikacja notacji pomi¢dzy wersjami z roku 1955 1 1986. Wcze-
$niej kazdy nowy poziom byt zaznaczany odpowiadajagcym mu oznaczeniem. Po ostatnim
znaku poziomu nastepowal znak jego zakonczenia. Od roku 1986 nie stosuje si¢ tego roz-
wigzania. Oznaczamy jedynie fakt podwyzszenia rzedu, bez wzgledu na jego numer. Stosu-
je sie tez znak zakonczenia poziomu, jak wczesniej. Czytajac formule nie wiemy wigc, na
ktorym poziomie znajduja si¢ poszczegolne oznaczenia. W przypadku formut, w ktorych na
jednym poziomie wystepuje wiele elementow, stosujemy tak zwany znak $cie$niania dla
wskazania, ze nadal pozostajemy wewnatrz jednego poziomu.

W czarnym druku nie zapisuje si¢ znakéw w jednej linijce, lecz na r6znych wysoko-
$ciach - poziomach. Dobrym 1 prostym tego przyktadem sg utamki. Poprzez zapisanie wy-
zej lub nizej wskazuje si¢ dodatki takie jak indeksy 1 wyktadniki. W notacji brajlowskiej nie
ma takich mozliwosci. Jest to zapis liniowy, w ktorym wszystkie znaki umieszcza si¢ jeden
po drugim. W zapisie matematycznym, podobnie jak w nutowym, nalezy wiec przetranspo-
nowac zapis dwuwymiarowy na jednowymiarowy. Przeksztalcenie to nazywamy projekcja,
a jego sposob potraktowania utamkow, indekséw, wykladnikow, pierwiastkdéw 1 ich ztozen
- projektorami. Dodatkowe brajlowskie oznaczenia informujg o tym, do ktérego poziomu
zapisu nalezg poszczegoOlne znaki. Czytajac wyrazenia matematyczne w brajlu, nieustannie
sledzimy poziom, na ktory kierujg nas te dodatki. Po ostatnim elemencie danego poziomu
wracamy na nizszy poziom, chociaz w wersji brajlowskiej toczy si¢ to w obrebie tej samej
linijki. Na osi linii czarnodrukowej jest zapisany rdzen formuly. Do niego odnoszg si¢ inne
symbole, ktére moga by¢ umieszczone wyzej lub nizej. Ten rdzen stanowi podstawe, a

czarnodrukowy poziom, na ktérym si¢ znajduje, nazywamy bazowym lub podstawowym.
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Inne poziomy nazywamy wyzszymi, bez wzgledu na to, czy sa nad, czy pod podstawowg
linijka.

Do podstawy nalezy kazdy znak czarnodrukowy, umieszczony na bazowej wysokosci,
ktory nie jest dodatkiem do innego znaku i nie lezy pod, wzglednie nad pozioma kreska

wigzacg. Tak zdefiniowana podstawa jest rzedem zerowym.

W rzedzie o numerze r =1, 2, 3 stojg nastepujace elementy:

a. dodatki do znakéw nalezacych do rzedu r—1 o o: -

Przyktad:

W wyrazeniach X, 22 % ¢'i X

[EER LIS

+- x ‘.. znajduje si¢ na poziomie zero-

wym, natomiast zarowno dolna, jak 1 gbérna jednynka na poziomie pierwszym.

b. licznik i mianownik utamka, ktoérego kreska utamkowa znajduje si¢ w rzedzie r — 1

Przyktad:
W utamku:
x* -1
x+1
e eligl Il Tt el LIETD S iltt e idtiie 111D zardwno
S R B I T SN () S S0 TR Ot A

znajdujg si¢ na poziomie pierwszym.

c. formuty bedace argumentem pierwiastkow oraz nad lub pod ktorymi

umieszczona jest pozioma kreska wigzaca z tabeli 16. Formuty pozbawione ta-

kich kresek wigzacych nalezatyby do rzedu r— 1 ‘e ot i 8¢ o0 8% 0
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Jak wida¢ mozna opisa¢ dowolny rzad, w praktyce jednak nie wykracza si¢ poza
trzeci. Wynika to z praktyki stosowanej w czarnym druku. Trudno wyobrazi¢ sobie znaki
stojace wyzej lub nizej od trzeciego rzedu. Pamietajmy, ze rzad bazowy nazwaliSmy zero-
wym. Mamy wigc facznie cztery rzedy.

I[le zatem poziomow musimy "sptaszczy¢" do jednej linii w systemie brajlowskim?
Mamy w czarnym druku rzad bazowy, na przyktad trzy rzedy nad nim 1 trzy rz¢edy pod nim.
Razem mozna spotka¢ w matematycznych tekstach zapisy zajmujace na przyklad siedem
poziomoéw. Bywa wiecej, ale rzadko. Aby zadanie bylo dobrze wykonane, to znaczy, aby
wszystkie rzedy sprowadzi¢ do jednego brajlowskiego poziomu w taki sposob, by zapis byt
poprawny 1 jednoznaczny, nalezy zastosowac¢ we wilasciwy sposob projekcje, w ktorej obo-
wigzuje wiele zasad. Dotyczg one poszczegolnych typow projektorow. Sg one zwigzane z
r6znymi rodzajami czarnodrukowych oznaczen. Kazde oznaczenie wymaga innego sposobu
dla jego sprowadzenia do pojedynczej brajlowskiej linii.

W czarnym druku nie zaznacza si¢ numerow poszczegolnych poziomow zapisu.
Zmiana rzedu lub to, na ktorym poziomie znajdujg si¢ poszczegodlne oznaczenia, sg widocz-
ne "gotym okiem". Zgodnie z pierwsza notacjg matematyczng Ephesera z roku 1955, w sys-
temie punktowym zapisywano numeracj¢ rzedoéw. Stusznie uznano, ze utrudnia to odczy-
tywanie formul. Samo ponumerowanie kolejnych rzedow, na ktorych znajduja si¢ w czar-
nym druku znaki, nie przynosito niewidomym pozytku. Wprowadzono wiec w roku 1986
inng metode. Zamiast znakow informujacych o numerach rzedow, wprowadzono oznacze-
nia informujace o zmianach rzedéw. Czytajac w brajlu formuty, napotykamy specjalne zna-
ki oznaczajace, ze kolejne symbole znajduja si¢ w czarnym druku na innym poziomie.
Wsrdod tych znakdéw specjalnych sg znaki rozpoczynajace i1 konczace dany poziom. Pelnig
one role otwierajacych i zamykajacych nawiasow dla poszczegdlnych projektorow.

Aby ten skomplikowany zapis byt zrozumiaty, przyjeto wiele niezbednych zasad.
Dzigki nim, zarowno piszacy tekst matematyczny, jak 1 czytajacy go, rozumiejg matema-

tyczne formuty w ten sam sposob. Omowmy te zasady.
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20.2 Specjalne brajlowskie znaki zapowiadajace dodatki do symboli

W czarnym druku czesto spotykamy tak zwane dodatki do symboli. Moga to by¢ na
przyktad indeksy, wyktadniki poteg itd. Stoja one na wyzszym lub nizszym poziomie niz
same symbole, do ktorych si¢ odnosza. Sg umieszczone wewnatrz wyzszego rzedu. Zapi-
sywanie ich na innym poziomie, w innej niz podstawowa linii, ulatwia widzacym ich od-
czytywanie. Od razu widac¢, gdzie one si¢ znajduja, do ktorego znaku si¢ odnosza, jaka pet-
nig funkcje. Réznicowanie poziomdéw znakow $wietnie je wyrdznia. W brajlu nie ma tak
wygodnego narzedzia. Cate formuty sg na jednym poziomie, przez co fakt zmiany rzgdu
musi by¢ odnotowany przy pomocy specjalnych oznaczen: indeksy, potegi, pierwiastki itd.
W systemie punktowym czegsto musimy stosowac specjalne znaki zapowiadajace. Sa one
niezbedne dla poinformowania, 1z tuz za nimi rozpoczyna si¢ dodatek do symbolu. Takie
znaki zapowiadajace nie sg potrzebne w czarnym druku. Zmiang rzedu wida¢ - nie trzeba o
niej dodatkowo informowac.

Rozwazmy zanotowanie prostego symbolu, ktory odczytujemy tak: "x jeden", "x" stoi
na bazowym poziomie, "jeden" jest jego dolnym indeksem, stoi zatem o jeden poziom ni-
zej, a wiec w rzedzie pierwszym ponizej bazowego. W czarnym druku piszemy tak, jak po-
kazuje wypukty rysunek. Jedynka jest zapisana za literg "x". Jest nieco nizej. W brajlu pi-
szemy tak:

X i

Zaczynamy od znaku alfabetu. Chodzi o matg tacinska litere, wigec piszemy szoOsty
punkt. Po nim nastgpuje litera "x". Czas na jedynke¢. Nie mozemy napisac tak:

xlig ot
gdyz oznaczatoby to jedynke stojaca w tym samym rzedzie, co litera "x". Tymczasem ma
ona by¢ nizej. Stosujemy dodatkowy znak zapowiadajacy dodatek - w tym przypadku dolny
indeks: (1,6). Mozemy wigc zapisac:

X

1o o0 ‘o es !
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To jest caltkowicie poprawny zapis. Jednak mozemy rowniez skorzysta¢ z pewnego
skrétu, ktory jest omoéwiony w osobnym rozdziale w dalszej czg$ci poradnika. Mozemy
mianowicie poming¢ znak liczbowy 1 zapisa¢ jedynke obnizong cyfra. Stad si¢ bierze zapis:

Xon

Innym znakiem zapowiadajacym dodatek jest znak zapowiadajacy gorny indeks. "x"
z gornym indeksem jeden zapisujemy tak:

1.. oo -0 --

X

Znaki zapowiadajgce dodatki nalezg do tego samego rzedu, co symbole, do ktorych
si¢ odnoszg. Znaki te informuja o podwyzszeniu rzedu kolejnych symboli w formule.

Wiele czarnodrukowych oznaczen ma swoje odpowiedniki w brajlu, ktore dzieki te-
mu nie wymagajg znakow zapowiadajacych. Indeksy sa w wyjatkowej sytuacji, gdyz nie
majg swoich oznaczen w czarnym druku. Wérdd znakéw nie wymagajacych zapowiedzi i
zmieniajacych rzedy sag na przyktad:

— znak pierwiastka, w ktérym formuta podpierwiastkowa nalezy do wyzszego rzedu,

— kreska wigzaca, dla ktorej formuta zakreslana nig jest w wyzszym rzedzie niz ona,

— znak kreski utamkowej (1,2,5,6) *s , w przypadku ktorej formuta znajdujaca si¢ w
liczniku 1 formuta znajdujaca si¢ w mianowniku nalezg do wyzszego rzedu, niz sama
kreska.

Znak obnizajacy rzad nastgpnych znakow, konczacy projektor, stoi w tym samym
rzedzie, co odpowiadajacy mu znak rozpoczynajacy te czes¢ formuty.

W ktorym rzedzie stojg kolejne znaki w nastepujacym przyktadzie?
Przyktad:

Zapiszmy zgodnie z zasadami notacji nast¢pujacy fragment:

Hl'"

"x" z gornym indeksem "i" plus jeden, do potegi drugie;.

() e manuge G

123



nen

Formulg¢ zaczynamy od oznaczenia alfabetu, po ktorym nastepuje litera "x" 1 jej gorny in-
deks. Zapisujemy w nim sume "i plus jeden". Ten indeks wymaga zapowiedzi, wobec czego

musimy wpisaé tam znak zapowiadajacy gorny dodatek: (3,4) - ;* Wewnatrz indeksu zapi-

sujemy sume:i+1 ‘o o7 1o % eo - Mozemy poming¢ oznaczenie alfabetu litery

co & . - .
- g

gdyz poprzednie oznaczenie dotyczace litery "x" nie zostato zniesione. Plus umieszczamy

"l'"

po literze "i" 1 odstepie. Mamy do czynienia z tak zwanym projektorem prostym. Nie zapi-
sujemy przed znakiem zapowiadajagcym ten indeks brajlowskiego znaku (5), ktéry informu-
je, ze nalezy spodziewac si¢ bardziej ztozonego wyrazenia indeksowego. Umieszczamy po
sumie znak informujgcy o zakonczeniu indeksu. Zapisujemy wiec po jedynce brajlowski
znak (1,5,6) s . Jest to znak konczacy projektor. Nalezy on do tego samego rzedu, co "x".
Informuje, ze kolejne oznaczenia bedg nalezaty do nizszego rzgdu. Teraz zapisujemy sym-
bol potegowania. To kolejny znak, ktory w brajlu jest niecodzowny, a w czarnym druku nie
istnieje. Wyktadnik potegi zapisuje si¢ tam tak samo jak gérny indeks. Czesto nie mozna
ich odrozni¢. W brajlu mamy osobny znak potegowania: (3,4,6) ;1 . Jest to rOwniez specy-
ficzny znak informujacy o dodatku zwigzanym z symbolem. W naszym przyktadzie
umieszczamy wigc ten znak i dwojke napisang obnizong cyfra. Znak (3,4,6) .. zmienia
rzad na wyzszy, totez "dwodjka" nalezy do rzedu pierwszego. Do rzedu bazowego wracamy

od razu po niej, gdyz jest tam odstep.

20.3 Rodzaje projektorow

Wyrozniamy trzy rodzaje projektorow: proste, ztozone 1 szczegdtowe. Ich nazwy od-
powiadaja ich charakterowi. Proste to takie, w ktérych nie moze by¢ innych projektoréw. Z
natury rzeczy sg wiec krotkie, najczesciej zawierajg jeden element. Projektory ztozone sg
bardziej rozbudowane. Zawieraja wigcej elementdw, wsrdd ktorych sg rdwniez proste pro-
jektory. Szczegdlowe natomiast, to petna swoboda. Sg wsrdd nich cale formuly zawierajace

projektory proste i ztozone. Oto ich definicje:
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1. Projektory proste:
Moga zawiera¢ jedynie znaki stojace w tym samym rzedzie, tzn. nie zawierajq zad-
nych innych projektoréow, ani utamkéw innych niz zwykle. Rozpoczynane sg za pomoca
zwyktego znaku indeksu, wyktadnika, pierwiastka lub kreski wigzacej. Dziatanie kazdego z

tych znakdw jest anulowane na kilka sposobow:

a. przez najblizsze puste miejsce,

b. przez znak konczacy projektor (1,5,6) *s  lub, w razie potrzeby, przez pary znakow
(5), (1,5,6) ¢+ *s , wzglednie (4,6), (1,5,6) :: °s , gdy projektor prosty jest czesScig lub
zakonczeniem innego, bardziej ztozonego projektora,

c. przez inny znak rozpoczynajacy kolejny projektor,

d. przez kreske utamkowa lub znak konczacy utamek,

e. przez nawias zamykajacy, gdy odpowiadajagcy mu nawias otwierajacy stoi w innym
rzedzie. Nawiasy jednej pary stoja w tym samym rzedzie. W wyrazeniu wewnatrz

nawiasu zaden znak nie moze sta¢ w nizszym rzedzie niz same nawiasy.

Wyjatek od powyzszych regut stanowig indeksy 1 wyktadniki bedace liczbami natu-
ralnymi. Zapisywane sg po znaku zapowiadajacym dodatek obnizonymi cyframi bez znaku
liczbowego. Nie wymagaja znaku konczacego projektor.

Wewnatrz projektorow prostych nie moze by¢ pustych miejsc. Miejsca, ktore zgodnie

z regutg pustych miejsc muszg pozostac puste, nalezy wypeti¢ znakiem (4).
2. Projektory ztozone:
Moga zawiera¢ projektory proste i utamki, wewnatrz ktérych nie ma pustych miejsc.
Rozpoczynane sg przez wskazane dla prostych projektorow oznaczenia poprzedzone punk-

tem 5. Dzialanie takiego zlozonego oznaczenia jest anulowane:

a. przez nastepne miejsce puste,
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b. przez znak konczacy ztozone projektory (5), (1,5,6) :+ ¢ , w razie koniecznos$ci przez
4,6), (1,5,6) ::°s, gdy ten zlozony projektor jest czeScig lub koncem jakiego$
szczegotowego projektora,

C. przez oznaczenie innego ztozonego lub szczegotowego projektora,

d. przez nawias zamykajacy, gdy odpowiadajagcy mu nawias otwierajacy stoi przed zna-
kiem projektora,

e. przez oznaczenie konca utamka, gdy odpowiadajacy mu znak kreski utamkowej stoi

przed znakiem projektora.

Réwniez wewnatrz projektoréw ztozonych nie moze by¢ pustych miejsc. W przypad-
kach koniecznych zapetnia si¢ je znakiem (4) :° . Niekiedy, gdy nie dochodzi do wielo-
znacznos$ci, mozna poming¢ znak (5) -+ zapowiadajacy projektor ztozony. W notacji Ephe-

sera jest przedstawiony przyktad. Rozwazmy go.

Nat bttty g

Odczytujemy go tak: pierwiastek z sumy "a" kwadrat doda¢ "b" kwadrat.

Pierwiastek jest projektorem ztozonym. Wewnatrz niego mamy projektory proste: dwukrot-
ne potegowanie i dodawanie. Znak (3,4,6) . jest brajlowskim znakiem odpowiadajgcym
operacji potegowania. Znak (2,3) ¢- to dwdjka zapisana obnizong cyfra. (2,3,5) 3¢ to plus,
przed ktorym nalezato napisac¢ znak (4):* . Dzigki temu znakowi wiemy, ze cata suma jest
zapisana pod pierwiastkiem. Co wigcej, dzigki niemu pomine¢liSmy punkt 5 informujacy o
ztozonym charakterze projektora. Mozemy zatem od razu napisa¢ znak pierwiastka (1,4,6)
2 oraz poming¢ znak (1,5,6) s oznaczajacy jego zakonczenie.

Zapiszmy go inaczej.
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Ostatni znak: (1,5,6) °s jest niezbedny, gdyz w pierwiastku wystapit odstep.

3. Projektory szczegotowe:

Moga zawiera¢ dowolne wyrazenia, inne projektory 1 puste miejsca. Rozpoczynane
sa przez znaki zapowiadajace dodatki lub znaki operacji zaczynajace projektory, poprze-
dzone znakiem (4, 6) :. . Na koncu musi sta¢ para znakow konczacych projektor szczego-
towy: (4,6)1(1,5,6) :% °s

Powtérzmy ostatnio rozwazany przyktad:

Jak juz wyjasniliSmy, pierwiastek ten jest projektorem ztozonym. ZapisaliSmy go bez
piatego punktu, dzigki ulokowaniu wewnatrz sumy punktu czwartego. Rozwiniemy ten

przyklad. Otrzymamy zapis wymagajacy zastosowania projektora szczegdtowego:

Jat +2) + (b —5)

Przyktad ten odczytamy tak:

"nen
l

Pierwiastek z: otwarty okragly nawias, "a" z indeksem "i" jeden, doda¢ dwa, zamkna¢ na-

"nen
l

wias, do kwadratu, doda¢ otwarty okragly nawias, "b" z indeksem "i" jeden, odja¢ pie¢, za-

mkna¢ nawias, do kwadratu, koniec pierwiastka.
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20.4 Zasady dotyczace tylnych dodatkow

Tak zwane tylne dodatki sg zapisywane po prawej stronie oznaczen, ktoérych dotycza.
Sa rozne tylne dodatki, a wsrod nich proste, zlozone 1 szczegotowe. Nazwy te odpowiadajg

projektorom, ktore nalezy zastosowa¢ do ich zapisu. Oto kilka zasad, ktore ich dotycza:

1. Kazdy tylny dodatek nastepuje w brajlu po znaku gléwnym, ktoérego dotyczy 1 jest
rozpoczynany przez dodatkowy brajlowski znak zapowiadajacy ten dodatek.

2. Wyro6znia si¢ dodatki proste, ztozone 1 szczegdlowe.

3. Zapisywanie dodatkow przebiega zgodnie z regutami zapisu projektorow.

4. Gdy do jednego symbolu odnosi si¢ kilka tylnych dodatkéw, zapisuje si¢ je kolejno.
Kazdy z nich jest wprowadzany poprzez brajlowskie dodatkowe oznaczenie zapo-
wiadajace. Przyjeto zasade, ze wykladnik powinien sta¢ na ostatnim miejscu w tym

ciagu.

Oto kilka przyktadow zaprezentowanych w notacji:
Slunu,), wegenannne g unyins
3

w|><

x2n+1
(21’14‘1)', . lo o0 o0 o8 Tl oY Il o% 60 il e %8 %e et 4T Il 3% et il &% % e
lub:
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20.5 Zasady dotyczace przednich dodatkow - przednie indeksy, przedrostki

Przednie indeksy, zwane przedrostkami, mogg wystgpowaé w postaci prostej, ztozo-

nej oraz szczegotowej. Obowigzuja w stosunku do nich nastepujace zasady:

l.
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Kazdy przedrostek stoi przed znakiem giéwnym, do ktérego si¢ odnosi. Jest wpro-
wadzany przez podane w tabeli 14 znaki. Z reguly konczymy go znakiem konczacym
projektor, ktory mozna poming¢, gdy przedrostek jest liczbg zapisang cyframi obni-
zonymi lub gdy po nim nastepuje inny przedrostek. Z prawej strony przedrostek gra-
niczy ze znakiem, ktoérego dotyczy.

Mozna zastosowac zapis lewostronnie swobodnego pelnego znaku przedrostka: znak
liczbowy i (3,4)) ;¢ .° dla gornego indeksu oraz (znak liczby i (1,6) ;s *. ) dla dolne-
go indeksu. Mogg one by¢ zastgpione przez skrécone oznaczenia indeksow, majace z
lewej strony puste miejsca. Sg to dwa znaki: (3,4) ;° oraz (1,6) *. . Mozna z nich

skorzysta¢, gdy nie utrudnia to odczytywania.

. Jezeli symbol posiada zarowno gorny, jak 1 dolny przedrostek, to zapisuje si¢ je po

kolei. Kazdy jest wprowadzany przez odpowiedni znak. Nie istnieje ogdlna reguta
dotyczaca kolejnosci zapisywania przedrostkow.
W notacji brajlowskiej stopien pierwiastka traktowany jest jako przedni, gorny in-

deks. Nie trzeba w tym wypadku stosowac¢ znaku konczacego przedrostek.



5. W czarnym druku wystepuja indeksy, ktore znajduja si¢ bezposrednio pod lub nad
symbolem, ktorego dotycza. W wersji brajlowskiej mozna je zapisa¢ jako indeksy
gorne albo dolne. Ich wtasciwe potozenie musi by¢ wyjasnione w przypisach. Opera-
cja taka jest dopuszczalna jedynie wtedy, gdy w tekScie nie wystepuja inne przednie
przedrostki. W razie koniecznosci do oznaczenia polozonych bezposrednio nad lub
pod indeksow stuzg znaki pomocnicze:

(1,2,3,4,6), (1,6), sz - 37 %, &
(1,23,4,6), (3.4),8z- &1 . &8
Sa one wymienione w brajlowskiej notacji. Sg traktowane jako petlne znaki przed-
rostkow. Ich znaczenie powinno by¢ wyjasniane w technicznych uwagach brajlow-
skich lub w tre$ci odno$nika.

6. W przypadku logarytmow, w ktérych podstawy zapisuje si¢ w czarnym druku nie
pod znakiem logarytmu, lecz na dole za nim, nalezy w zapisie brajlowskim prezen-
towac jako przednie gorne indeksy.

7. Przednie przedrostki nalezy konczy¢ oznaczeniem obnizenia rzgdu: (1,5,6) *s . Moz-

na go pomina¢, gdy indeks jest liczba, ktora zapisujemy obnizonymi cyframi.

Przyktad:

Oznaczenia przednich przedrostkow stosujemy dla zapisania stopni pierwiastkow i

podstaw logarytméw.

V8 =2,
log, x=1og, b-log, x,
5+1log,, 3.

lub jasnie;:
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Przyktad:
ey se snssn et

Mnozymy tu "x" przez pierwiastek stopnia n+1 ‘s o> 1 28 T ee e 1l Z N
Po literze "x" umieszczono kropke, ktoéra oznacza operacje mnozenia oraz jest niezbe¢dna

przed stopniem pierwiastka. Zobaczmy ten przyktad bez kropki:

" "

Taki zapis oznacza, ze ma gorny indeks. Gdy zrezygnujemy z kropki, jako sym-

bolu mnozenia, musimy zastosowac pelny znak przedniego przedrostka:

Przyktad:

sel Tlilet (T T Mt 11t albo jasnie;:
Axn+‘]/;,
n
N m\/z
X



20.6 Zasady dotyczace pierwiastkow

Wsrod pierwiastkOw wyrdznia si¢ rowniez pierwiastki proste, ztozone i1 szczegotowe.
Odpowiadajg im w czarnym druku tak zwane mate 1 duze znaki pierwiastka. Nazwy te su-

gerujg rodzaj projektorow, z ktorymi sg zwigzane. Podobnie oznaczenia pierwiastkow:

(1,4,6) - °:
Zapisuje si¢ je wedlug regul przedstawionych w dalszej czesci poradnika.

Przyktady:

2

——=0,7071:e o0 7 (88 8580 gpipere st

2

2=15-':.§‘§‘:: SRR I L AR L Ut S TNt SRS P
2

ab=\/;\/gfééf'l." SRR SRR

a 1

e Va e g
a_na

b \/B:??.'.. e PR S-S S
W=z amanay wnan Drananog
R R R T T Ee T T
lub: s+ 8% LN e TEINE Dy
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\/x+y—2\/5=i(\/;—\5)

Rownos$¢ ta wynika z rGwnosci:
SR EHESEE 1 AN S HE I B H A S S I F lub
3 2
)
2 3 2

20.7 Sposoby zapisu ulamkow z zastosowaniem techniki projekcji

Znak kreski utamkowej podwyzsza rzad znajdujacego si¢ przed nig licznika 1 nastg-
pujacego po niej mianownika. Sposob zapisu ulamkow w notacji brajlowskiej zostat juz
omowiony. Jednak w potaczeniu z pojeciem rzedu i1 z technika projekcji, nalezy zwrocicé

uwage na kilka kwestii:

1. Zaré6wno utamki z kreska utamkowa umieszczong na poziomie podstawowym, jak 1
zawarte w innych projektorach, zapisuje si¢ wedlug przedstawionych wczesniej re-
gut.

2. Nie wszystkie rodzaje projektoréw moga zawiera¢ utamki:

a. projektory proste nie moga zawiera¢ utamkow,

b. utamki w projektorach ztozonych nie mogg zawiera¢ odstepow,
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c. utamki zapisane w projektorach szczegotowych nie podlegaja zadnym ogra-
niczeniom.

3. Jesli utamek zawiera si¢ w projektorze, nalezy zaznaczy¢ poczatek licznika i1 koniec
mianownika. Oznacza to, ze ulamek zostaje wprowadzony przez znak poczatku licz-
nika. W przypadkach koniecznych nalezy go poprzedzi¢ punktem 4. Znak konca
utamka moze by¢ zastgpiony przez znak obnizajacy rzad (1,5,6) °s .

Przyktad:

R R 1
- =+ |t
2L \ 472 LC

€ 5
RIS
e 2 lavb
Przyktad:
Pierwiastek kwadratowy z liczby k zapisujemy vk ¢ ¢ 2 11 8l
Natomiast pierwiastek stopnia p zapisujemy: &k s 0 (% 113050t
Jezeli peN oot il 8% 1% % 12 1070 11 11 to stopien pierwiastka zapisujemy obnizonymi

cyframi bez znaku liczbowego.

Uzywajac oznaczenia ztozonej lub szczegdtowej projekcji mamy:
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Przyktad:

Bardzo trudny w brajlu jest zapis indeksoéw ztozonych. Sg do tego potrzebne ozna-
czenia zlozonej 1 szczegotowe] projekcji. Objasnimy jak zapisa¢ poszczegdlne rodzaje in-
deksow:

" ', o3 oznacza, ze 4 ma dwa indeksy dolne;
A, ittiititt it oznacza, ze A ma tylko jeden indeks dolny i ktory ma rowniez dolny

indeks j. Jezeli A ma dolny indeks i oraz gérny indeks j 1 oba maja dolne indeksy odpo-

wiednio: k 1/ to zapisujemy to nastepujaco:

20.8 Specjalne nawiasy w systemie brajla

W bardziej skomplikowanych formutach mozemy potaczy¢ grupy dodatkow, wyra-
zenia podpierwiastkowe itp. specjalng klamra. Stosuje si¢ dla nich nawiasy pokazane w ta-
beli 13.1. Przednie i tylne ograniczenia utamkow, poczatkowe 1 koncowe znaki szczegoto-
wych projektoréw rowniez mogg stuzy¢ jako tego rodzaju nawiasy.

Stosowanie nawiasow brajlowskich ujawnia swoje zalety zwlaszcza w polaczeniu z

technikg projekcji. Mozna na przyktad umiesci¢ w specjalnym nawiasie wyrazenie bedace
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w czarnym druku pierwszym rzedem i traktowac go jako wzgledna podstawe do dalszego
konstruowania. Gdy kreska utamkowa znajduje si¢ na poziomie podstawowym (rzad zero-

wy), ulamek zapisuje si¢ szczegoétowo.

Przyktad:

21. Symbole zaznaczajace
21.1 Oznaczenia, ktore w czarnym druku umieszczone sq na gorze lub na dole z

prawej strony znaku glownego

[Tabela 15.1]

1. prawy prim
2. podwojny prawy prim
3. gwiazdka

4. krzyzyk
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5. plus I

6. minus 3
7. prostokatny haczyk &
Przyktad:
Niech f:(a,b) >R o6 fi80editieidi il sttt s 110 jegeli istnieje
granica:
A LLEFACY.
750 h

', i to nazywamy jg pochodng funkcji f  w punkcie x,:: il % .s1 oznaczamy:

o )isr st

21.2 Oznaczenia, ktore w czarnym druku umieszczone sa na gorze lub na dole znaku

glownego

[Tabela 15.2]

1. pozioma kreska R

2. wezyk R

3. u$mieszek T
4. haczek .
5. daszek PSR
6. ptaszek IR ¢
7. znak réwnosci T

8. strzatka w prawo TETRE

9. strzatka w lewo 8 e ee a3
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10. klin w prawo TIPS
11. klin w lewo R IRTIE T
12. kotko e

13. lewy prim Tt

14. prawy prim Y

15. kropka e

16. dwie kropki TS

Niektore symbole z powyzszej tabeli odpowiadaja czarnodrukowym oznaczeniom

akcentow,

przedstawionym w tabeli 3.2. Akcenty majg zastosowanie wylacznie do liter al-

fabetu tacinskiego w tekscie zwyktym. Powyzsze znaki majg zastosowanie dla formut ma-

tematycznych. Gdy jednak sg one w czarnym druku identyczne, dobrze jest nie odr6zniaé

ich réwniez w brajlu.

Przyktad:

Dla dowolnych zbioréw A4 1 B zachodzi:

“iB

Hit gdzier e ot

mkniecie zbioru A:: *' natomiast ‘1 *° ;s

STt tes 1l zbidrd (!t zawiera sie w swoim domknigciu,
Dle %Dttt wnetrze zbioru A (%Y jest zawarte w zbiorze 4 1D Y,
PAITITA e apittiee dtttitiiee 1 domknigeie sumy zbiorow 4
+: jest rowne sumie domknig¢ zbiorow A © *: 1 B:l s
SIS osliElrtoogrtvovditiioe fllsuma wngtrz zbiorow A4
*: zawiera si¢ we wnetrzu sumy zbioréw 4 D 1B ¢
see il tiisen T tisee i ub e en 1 T ee 0 oznaczajg do-

lub :I °: s s oznaczajg wnetrze zbioru A:7 ° .
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22. Znaki analizy matematycznej

[Tabela 17]

1. granica .
2. granica dolna .
3. granica gorna .
4. nieskonczonos¢ .
5. strzatka pod znakiem granicy 3
6. warto$¢ bezwzgledna -
7. norma wektora -
8. pochodna czastkowa :
9. suma

10. iloczyn, produkt
11. catka
12. catka dolna

13. catka gorna

14. catka okrezna

15. catka powierzchniowa

16. (pionowa) kreska catkowa

17. znaki szczegbdlnego typu catki

lub: 3

18. dolna granica catkowania s
lub: i
lub: :

19. gorna granica calkowania . e
lub: 20
lub: RN
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Symbole: calki, sumy i iloczynu odnoszg si¢ do stojacych po ich prawej stronie cig-
gow znakow, ktore oddzielone sg od nich odstgpem. Litery reprezentujgce zmienne, wzgle-
dem ktérych wykonywane s3 wymienione operacje, nastepuja bezposrednio po brajlowskim
oznaczeniu operacji i zakonczone sg znakiem obnizenia rzedu (1,5,6) *s .

Przyktad:

Dolne i1 gorne granice catkowania, sumowania oraz iloczynu sg zapisywane jako dol-
ne 1 gorne indeksy. Jesli majg prosta budowe, sa zwyktymi indeksami, dla ktérych stosuje
si¢ proste projektory. Gdy jednak maja bardziej skomplikowang budowe, musza by¢ zapi-
sywane jako projektory ztozone lub nawet szczegétowe. W projektorach prostych wszystkie
elementy sg na tym samym poziomie. Gdy ten warunek nie moze by¢ spelniony, mamy do
czynienia z projektorami ztozonymi. Dla wskazania takiej sytuacji piszemy przed poczat-

kiem poziomu punkt 5.
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Wyrazenie, ktore w czarnym druku znajduje si¢ pod znakiem granicy (pod napisem
"lim") ma w zapisie brajlowskim znak liczbowy i "l" s 3’ 1 jest zapisywane jako dolny

indeks.

Przyktad:

lim e e ad s foii it it ee e 388 0. czytamy: granica przy n:; ;¢ dazacym do
nieskonczonosci,
lim et i8 3 il %e teeel 8ed Il czytamy: granica przy k') %+ dazacym do zera,
h—0

lim/ ()
et noninnEEannaanng BHISIN LU oymy
e'; s podniesione do potegi: granicaz f(x)ie o 113781 T8 il L iprzyx
dazacymdo x, :; 5% s
Przyktad:

Obliczy¢ granice funkcji:

i 2x+1

s 2

—2x

. 3 X+2

}l@&j |
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Zapis e ¢t 110 Tes el 8

i s ¢¢ . .  oznacza, ze granica jest liczona dla x dgzacego

do — 2. :3% zprawej strony. W czarnym druku —2" e o1 D1 (38 (e Il 1l jest zapi-

sywane jako — 2 ;; s ¢' z plusem po prawej stronie u gory.

Przyktad:
Obliczy¢:
limf(x) eel et i Teeen n e ie Lo et el s jezeli:

2—Xx

f(x): 4—x
3x+7dlax>-4

dla x <-4

oraz x,=—4 e ¢ 1008 ety

W powyzszym przyktadzie w punkcie x,:; .. °; .: jest liczona granica lewostronna.

Informuje o tym stojacy za x,:; . symbol e sl i3 .- W czarnym druku jest to

0- oo .o oo °s ‘o .

minus w miejscu prawego gornego indeksu.

Przyktad:

Poniewaz symbole plus i minus oznaczajace zbiezno$¢ jednostronng znajduja sie w

miejscu gérnych indeksow, to zamiast:

lim i lim

- +
XX, XX
. .. e @ - @ -- @0 -® -+ .- 00 @ - -@ .- e .
.0 @ ‘@ @ @ ‘- 4 4 i 00 @+ i+ - @ @ - SN |
c- +- e® @- - ‘@ -® 00 -- -- -- @0 -© 00 -- 0o ‘e o-
e it e @ s @ - 8@ @ . 0@ @ s @ e e e
.0 8 ® @ @ ++ s+ 11 .. 00 @+ -+ -+ @ -© @@ - -
c- +:- @0 @ - ‘@ -® 00 -- -- -- @0 -© 00 -- O0- -0 o-

mozna napisac:
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Jednak pierwszy zapis wydaje si¢ bardziej czytelny — szczeg6lnie dla zbieznosci pra-

wostronne;j.

Przyktad:

Latwo zauwazy¢, ze nie istnieje:

lim (-1

Jednak istniejg granice dolne i gorne tego ciggu rowne odpowiednio:

lim(-1)" =-1,

lim(-1)" =1.

Granice dolng oznacza si¢ rowniez :s ¢: ;3 &' ¢7 ) i lubie e 8380 o7 IV T3S o o

natomiast granic¢ gorng oznacza si¢ takze ‘e o: js 30 st il
b s &l B I
23. Alfabet grecki

Duze litery alfabetu greckiego poprzedzamy znakiem (4,5,6) :3 , a male - znakiem

(5,6) ‘¢ . Przedstawiony w rozdziale 32 cz¢$ci IV alfabet pisma matematycznego odpowia-
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da staremu alfabetowi greckiemu, ktory jest dla tego pisma zarezerwowany. W innych
przypadkach zaleca si¢ uzywanie alfabetu filologicznego. W systemie punktowym ksztatty
liter obu alfabetow, z wyjatkiem trzech, nie r6znig si¢ niczym. W przypadku alfabetu filo-
logicznego, uzywanego w tekstach zwyktych, pomijamy oznaczenia matych i1 duzych liter:

(5,6)1(4,5,6) ‘s 1-:: natakich samych zasadach, jak w przypadku alfabetu tacinskiego.

Aby znaki brajlowskie (1,5,6), (1,4,5,6)1(1,2,3,4,6):

*s "¢" - oznaczenie zakonczenia projektora,
: "ﬁ")

- oznaczenie pochodnej czagstkowe;,

s. "Z" - brajlowski klucz dla symboli arbitralnych,
ktore w alfabecie facinskim nie sg uzywane, a ktore majg konkretne znaczenie w matema-
tycznych formutach, mogly by¢ w nich bezkonfliktowo uzywane, wprowadzono dla odpo-

wiadajacych im greckich liter "eta", "teta" 1 "chi" oznaczenia alternatywne:

[\®)

oo

- e

oo oeee oo

Il

oo

oo
°

(O8]
oo
eoe

Gdy wymienione trzy litery sg uzywane wytacznie w formulach matematycznych,
stosujemy drugie ich oznaczenia. Gdy jednak pojawiajg si¢ zarOwno w matematycznych
formutach, jak 1 w tekscie zwyktym, nalezy uzywac te pierwsze. Nalezy wtedy bezwzgled-
nie stosowac¢ oznaczenia alfabetu, by liter "eta", "teta" oraz "chi" nie pomyli¢ ze wspomnia-
nymi wyzej matematycznymi oznaczeniami.

W matematyce czgsto uzywa si¢ znakow powstalych poprzez stylizacje nastepuja-
cych starogreckich liter: epsilon, teta, pi, ro, sigma 1 fi.

Nazywamy je stylizowanymi literami greckimi 1 oznaczamy odpowiednio:
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AN R

. epsilon T e
teta Tle s
pi SRR
1o SRR
sigma Tle st
fi SRR

24. Zbior znakow dodatkowych

Pojawiaja si¢ nowe symbole, ktorych odpowiedniki w systemie brajla nalezy na bie-

zaco projektowac. Dla takich nowych znakow mozna skorzysta¢ z oznaczenia (klucza): dl,

‘o o0 )

sz - 1. 32, po ktébrym moze nastapic:

. numer wprowadzanego oznaczenia,

skrot nazwy,

. specyficzny brajlowski znak, ktéry moze by¢ po zaakceptowaniu 1 rozpopularyzowa-

niu drukowany bez prefiksu (klucza) . 3 .

W notacji, w tabeli 21, sg zaprezentowane trzyliterowe oznaczenia symboli. Te, ktore

okazg si¢ bardziej popularne, moga zosta¢ skrocone do jednej litery stojacej za kluczem

o o0

albo pozosta¢ w postaci trzyliterowej z jego pominigciem.

Ponizej przypominamy skrdcony zapis kilku oznaczen:

karo D =t b Dt
kier Dt =gt ub DR
pik SRSTN =8N b S
trefl Dt =Tet Qb it
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lub
lub

kropla

diament

O tego rodzaju skrotach nalezy do czasu ich powszechnego przyjecia kazdorazowo
informowac¢ w technicznej uwadze brajlowskiej. Petng tabele propozycji nowych oznaczen

przedstawiamy w rozdziale 32 czesci IV.

25. Ogolne zasady dotyczace notacji brajlowskiej

25.1 Formuly, ktore nie mieszczq si¢ w jednej linijce

Jesli formuta matematyczna nie miesci si¢ w jednej brajlowskiej linijce, musi by¢
przeniesiona do nastepnej. W przeciwienstwie do pisma czarnodrukowego, czesci formutly
przypadajacej na jedng brajlowska linijke nie konczy si¢ w miejscu, gdzie jest znak opera-
cji. Gdyby tak bylo, nastepna linijka rozpoczynataby si¢ od takiego samego znaku. W brajlu
wykorzystuje si¢ tak zwany znak oddzielania linijek. Przy jego uzyciu obowiazuja nastepu-

jace reguty:

a. W miar¢ mozliwos$ci tamanie formuty 1 przenoszenie dalszej jej cze¢sci powinno na-
stepowac tam, gdzie w normalnym zapisie jest odstep. Wowczas stosuje si¢ znak
punktu (6). Wskazuje on na to, ze formula nie zostata zakonczona. Znak ten jest
ostatnim znakiem w linijce.

b. Gdy w linijce nie zmies$ci si¢ juz zadne oznaczenie, musimy przenies¢ dalszg czes$¢
formuty do nastgpnej. Czesto zdarza si¢, Ze nastgpuje ono w miejscu, gdzie nie ma
odstepu. W takiej sytuacji umieszczamy na koncu tamanej linijki inny znak przenie-
sienia - punkt 4. W celu przejrzystosci nalezy ponownie uzy¢ znaku punktu 4 na po-

czatku nastepnej linijki.
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25.2 Brajlowskie uwagi techniczne

Stosowanie skrotow

Techniczne uwagi brajlowskie wprowadzone w celu objasnienia szczegdtow zapisu,

nie pochodzace z tekstu czarnodrukowego, wprowadzane sg znakiem (1,2,3,4,6), (1,2,3,4,6)

. Pewne przypadki, w ktorych takie uwagi sg konieczne lub pozadane, zostaty juz wy-

mienione. Oto specjalna procedura stosowania skrotow.
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1. Jesli w tekscie pojawia si¢ na przyktad rozniczka d ‘s «- *s . .’ i nie wystepuje

zadne inne "d" °¢ , ani "<d" ‘3 ' , mozna za pomoca specjalnego oznaczenia poin-
formowac, ze chodzi tu wylacznie o mate tacinskie "d", ktére moze by¢ zapisywane

w ogoble bez znaku alfabetu - punktu 6 :; :

(132339496)9 (192939456)9 d’ (4)9 (273’596)’ (6)9 d’

W tej brajlowskiej uwadze technicznej informujemy, i1z oznaczenie stojace po lewej
stronie znaku rOwnosci jest rtOwnowazne oznaczeniu z jego prawej strony. Za kazdym

razem, gdy spotkamy samo "d", mamy wiedzie¢, ze chodzi o mate tacinskie "d" -

2. Gdy w tekscie wystepuja w zerowym rzedzie wytacznie mate lacinskie litery 1 mate

greckie litery w dolnych indeksach, mozemy napisac:

(1,2,3,4,6), (1,2,3,4,6), (6), sz., (1,6), (5,6), sz,

Oznaczenie alfabetu jest wowczas w formutach pomijane. Sze$ciopunkt jest tu rozu-
miany jako dowolna litera. To specjalne oznaczenie nalezy odczytywac jako zapo-
wiedZ pomijania oznaczenia matych liter tacinskiego alfabetu punktem 6, gdyz tylko
taki alfabet jest uzywany w rzedzie zerowym oraz zapowiedZ pomijania oznaczenia

matych liter greckich, gdyz tylko takie litery s3 w dolnych indeksach.



W podobny sposdb mozna tworzy¢ inne reguty, dotyczace zapisu. Poinformujmy, ze

w teks$cie nie bedziemy stawiali zadnych oznaczen alfabetow:

Uwage te odczytujemy tak:
Dowolne litery: male i1 duze tacinskie, greckie i gotyckie zapisujemy bez oznaczenia

alfabetu. Szesciopunkt stojacy na koncu uwagi poinformowat, ze chodzi o kazda lite-

r¢.

Uwage te odczytujemy z kolei tak:

Dowolne litery zapisujemy bez oznaczenia rodzaju druku. SzeSciopunkt pomigdzy
dwiema patkami oznacza dowolny rodzaj druku, a stojacy na koncu uwagi informuje,

ze chodzi o kazda litere.

25.3 Kilka uwag o formie edytorskiej matematycznego tekstu

1. W stosunku do dzielenia tekstu na akapity 1 zalecanymi w zwigzku z tym wcigciami,
obowigzuja ogdlne zasady. Odnalezienie odpowiedniego akapitu jest z pewnoscig fa-
twiejsze, gdy na poczatku wcietego wiersza w zerowej kolumnie umiesci si¢ znak za-
znaczajacy akapit.

2. Numery formut umieszcza si¢ w systemie brajlowskim zawsze przy lewej krawedzi
strony. Numery te zapisuje si¢ cyframi nieobnizonymi, poprzedzonymi znakiem licz-
bowym 1 umieszcza w nawiasach kwadratowych. Mozna przesung¢ te oznaczenia o
jedno miejsce poza lewa krawedz tekstu, do kolumny zerowej lub wpisa¢ do niej
oznaczenie poczatku waznego fragmentu.

3. Jesli formuly zajmujace wigcej niz jedng linijke nastepuja bezposrednio po sobie, po-

czatek kazdej z nich moze by¢ wsuniety lub wysunigty, na przyktad o dwa miejsca.
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4. W tekscie zwyktym mozna uzywac brajlowskich skrétow. Dotyczy to rowniez stow
wtragconych pomigdzy matematyczne formuty.

5. Nie powinno si¢ traci¢ miejsca na puste linijki w spisach tresci, bibliografiach, po ty-
tutach poszczegolnych rozdziatow. Podobnie mozna unika¢ wydruku linii podkreslen
przed trescig odno$nikéw 1 ramek zaznaczajacych wazne fragmenty.

6. Notacja osmiopunktowa, o ktérej w niniejszym poradniku nie méwimy, moze zastg-
pi¢ notacje szeSciopunktowa. Przedstawiona tu notacja sze$ciopunktowa nie jest
optymalna pod wzgledem oszczednosci miejsca. Jest opracowana dla maksymalnego
uproszczenia nauki. Przyjeto, ze w notacji oSmiopunktowe;j:

- siodmy punkt zaznacza duze litery alfabetu tacinskiego, albo powigkszone wersje
podstawowych znakow,

- 6smy punkt zaznacza podwojenie, pogrubienie, przedtuzenie, modyfikacje lub styli-
zacje znakow podstawowych.

7. Na dole strony powinny si¢ znalez¢: numer strony, numer rozdziatu 1 jego tytut (w

catosci, albo w formie skrocone;).

25.4 Oznaczenia stawiane na lewym marginesie w zerowej kolumnie brajlowskiego

wydruku

Oznaczenia stawiane na lewym marginesie wydruku, w tak zwanej zerowej kolum-
nie, stuzg utatwieniu znajdowania waznych fragmentow tekstu. Sg zamieszczane w zerowe;j
kolumnie wydruku, w linijce, w ktorej znajduje si¢ poczatek wskazywanego fragmentu.
Znaki te nie sg obligatoryjne. Zamieszczone ponizej oznaczenia sg przygotowane dla publi-
kacji w jezyku polskim. W notacji znajdujg si¢ propozycje dla tekstow angielskich 1 nie-

mieckich.
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1. twierdzenie t :
2. lemat 1 s
3. dowad W
4. definicja d i
5. aksjomat a i
6. uwaga u .
7. odno$nik 0 I
8. WwzOr z numerem [ s
9. notka n .
10. nowy rozdziat r :
11. paragraf p s
12. spis tresci S s
13. bibliografia b :
14. wyrdzniony fragment f .
15. oznaczenie ramki | 3
16. tabela { .
17. kontynuacja + s
18. koniec zaznaczonego tekstu ¢ ‘e

19. akapit -

25.5 Wyrodznianie fragmentow tekstu ramkami

Elementy konstrukcyjne dla brajlowskich ramek

Ramki zbudowane sg z naroznikow, kresek poziomych i pionowych. W notacji znaj-
dujemy kilka propozycji ksztattow brajlowskich ramek. Przedstawiono elementy konstruk-
cyjne ramek rozpoczynajac od lewego goérnego naroznika, kierujac si¢ zgodnie z ruchem

wskazowek zegara:
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1
2
3
4
5

lewy gbérny naroznik,
kreska pozioma,
prawy goérny naroznik,
prawa kreska pionowa,
prawy dolny naroznik,
kreska pozioma,

lewy dolny naroznik,

lewa kreska pionowa.

Ramka najprostsza:

. lewy gorny naroznik - (2,3,5) - 3 2*
. kreska pozioma - (2,5) - 33 *°

. prawy gorny naroznik - (2,5,6) - 33

. prawa kreska pionowa - (4,5,6) - 3% ‘%
. prawy dolny naroznik - (2,4,5) - 83 ¢

. kreska pozioma - (2,5) - 3 ¢

. lewy dolny naroznik - (1,2,5) - 3¢ ¢

. lewa kreska pionowa - (1,2,3) - 28 ¢

Ramka pogrubiona:

. lewy gorny naroznik - (2,3,5,6) - &3 a2

. kreska pozioma - (2,3,5,6) - 22 32

. prawy gorny naroznik - (2,3,5,6) - 33 2
. prawa kreska pionowa - sz - $3 &3

. prawy dolny naroznik - (1,2,3,4) — 33 3¢



6. kreska pozioma - (1,2,4,5) - & 3¢

7. lewy dolny naroznik - (1,2,4,5) - 2 ¢

8. lewa kreska pionowa - sz - 83 &%

Ramka ozdobna:

1. lewy gorny naroznik - (3,5) - ¢ ;e
2. kreska pozioma 1 - (2,6) - 23 «;
3. kreska pozioma 2 - (3,5) - 23 e

4. prawy goérny naroznik - (2,6) - 32 s;

5. prawa kreska pionowa - (2,4,6) - 33 °.
6. prawy dolny naroznik - (2,4) - &3 <°
7. kreska pozioma 1 - (1,5) - 22 *e
8. kreska pozioma 2 - (2,4) - 33
9. lewy dolny naroznik - (1,5) - 3¢ °*

10. lewa kreska pionowa - (1,3,5) -2 s

Pozostawia si¢ swobode w konstruowaniu ramek. Mozna dobiera¢ rozne znaki braj-

lowskie w taki sposéb, by wyrozniaty zawartg w ramce tresc.
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25.6 Odsylacze i tresci odnosnikow

W czarnym druku czgsto spotykamy odsytacze i tres¢ odnosnikow. Sg one stosowa-
ne, gdy autor chce doda¢ do tekstu pewng uwage, refleksje, doda¢ tekst na marginesie. Do-
dawang tam tre$¢ drukuje si¢ na dole strony lub na boku. W tresci zamieszcza si¢ jedynie
odsytacz. Jak to wyglada w brajlu?

Kolejny odsytacz o numerze nr, dla ktoérego tres¢ objasnienia znajduje si¢ na dole
strony, zapisuje si¢ tak:

(3,5), zn., kolejny numer odnos$nika zapisany obnizonymi cyframi ;e ;3 . nr
Tak wiec:

odsyltacz pierwszy - (3,5), zn., (2) - ;» ;3 ¢

odsytacz drugi - (3,5), zn., (2,3) - ;s it ¢

odsytacz jedenasty - (3,5), zn., (2), (2) - ;s ;s o

Kolejny odsytacz, dla ktérego tres¢ objasnienia znajduje si¢ na dole strony wyglada tak:

(3,5), specjalny symbol - ;¢ symb

Tak wiec:

Odsytacz oznaczony muszka - (3,5), dl, sz, bwt - ;¢ I 3 &: o2

Kolejny odsytacz o numerze nr, dla ktérego tres¢ objasnienia znajduje si¢ w oryginale na
marginesie, a w brajlu na dole strony:

(3,5), (3,5), zn., stosowny numer zapisany obnizonymi cyframi - ;¢ s ;¢ ' nr
odsytacz pierwszy - (3,5), (3,5), zn., (2) - ;¢ is i3 o

odsytacz drugi - (3,5), (3,5), zn., (2,3) - :* ;e ;E .
odsytacz jedenasty - (3,5), (3,5), zn., (2), (2) - ;¢ s i8¢ o
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Kolejny odsytacz oznaczony specjalnym symbolem, dla ktérego tres¢ objasnienia znajduje

si¢ w oryginale na marginesie, a w brajlu na dole strony,

(3,5), (3.5), specjalny symbol - ;s ;s 8* 23 2 &

Odsytacz oznaczony muszka - (3,5), (3,5), dl, sz, bwt - ;s ;s 7 38 3 »

W linijce, w ktorej wystepuje odsylacz do tresci notki z marginesu, powinien w ze-
rowej kolumnie pojawi¢ si¢ znak "n". Podobnie w zerowej kolumnie linijki, w ktorej jest
odsytacz do odnosnika, powinien by¢ zamieszczony znak "o". Jesli w jednej linijce znajda
si¢ jednoczesnie odsytacze do tresci odnosnika 1 notki, to w zerowej kolumnie powinien si¢
pojawi¢ znak "n".

Tres¢ odnosnika 1 notki z marginesu umieszczamy wigc na koncu strony. Warto po-
przedzi¢ je linijka znakow (2,5). Pierwsza linijke ich tre§ci mozemy zaznaczy¢ brajlowskim
znakiem "o" lub "n" umieszczonym w zerowej kolumnie wydruku. Pierwsze linijki zawsze
sg wciete o dwie spacje 1 zaczynaja si¢ od stosownego numeru poprzedzonego jedng lub
dwiema gwiazdkami (znaki (3,5) w tek$cie zwyklym). Numer jest we wszystkich przypad-

kach napisany obnizonymi cyframi.
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